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2 次関数 

1．2 次方程式／方程式を解く 

相反方程式とその解き方 

相反方程式 
整式の方程式を降べきの順あるいは昇べきの順に整理したとき， 

係数が左右対称となる方程式 

逆数方程式ともいう。 

相反方程式の分類 

0234 =++++ abxcxbxax  ( )0¹a     ・・・①（偶数次の相反方程式） 

02345 =+++++ abxcxcxbxax  ( )0¹a  ・・・②（奇数次の相反方程式） 

解き方は，方程式が偶数次（①）と奇数次（②）で異なる。 

相反方程式の解き方 

注意  

0=x が相反方程式の解でないことを示してから， 

 偶数次あるいは奇数次の相反方程式を解く作業に入ること。 

 1．偶数次の相反方程式（①）の解き方 

0234 =++++ abxcxbxax  
↓ 両辺を 2x ( )0¹x で割る。 

0
2
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↓ 係数について整理する。 
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とおき， yについての 2 次方程式にする。 

( ) 022 =++- cbyya  

022 =+-+ cabyay  

¯  

解 yと
x

xy 1
+= から解 xを求める。 
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2．奇数次の相反方程式（②）の解き方 

解き方のポイント：因数分解し，偶数次の相反方程式をつくる。 

abxcxcxbxax +++++ 2345 に 1-=x を代入すると， 
0=+-+-+- abccba となるから， 

02345 =+++++ abxcxcxbxax は 1-=x を解にもつ。 

すなわち， abxcxcxbxax +++++ 2345 は 1+x で割り切れる。 
よって， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }axbaxcbaxbaaxxabxcxcxbxax ++-++-++-++=+++++ 2342345 1  

ゆえに， 

02345 =+++++ abxcxcxbxax は， 
( ) ( ) ( ) ( ){ } 01 234 =++-++-++-++ axbaxcbaxbaaxx  

と変形できる。 

よって， 

1-=x 以外の解は， 

偶数次の相反方程式： ( ) ( ) ( ) 0234 =++-++-++-+ axbaxcbaxbaax  

を解いて求めればよい。 

 

重要 

x
x 1
+ には， 0>x の条件が付けられていることがよくあるので注意しなければならない。 

たとえば， 

x
xy 1
+= ( )0>x のとき， cabyay +-+ 22 ( )0>a の最小値を求めよ。 

といった問題では， 

相加平均≧相乗平均より， 2121
=×³+=

x
x

x
xy だから， 

2³y の範囲で最小値を求めなければならない。 

 ともかく， 

正の数が出てきたら，条件反射的に「相加平均≧相乗平均」を意識しよう。 
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3．2 次不等式／実数解をもつ・もたない 
（イ） 

(3) 

①，②の少なくとも一方は実数解をもたない ≡ ①または②が実数解をもたない 

 

（ロ）の別解について 

中間値の定理をもとにしている。 

中間値の定理 
関数 ( )xf が閉区間 [ ]ba, で連続で， ( ) ( )bfaf ¹ のとき， 

( )af と ( )bf との間の任意の値を kとすれば， 

( ) kcf = ( )bca << となるような cがこの区間に少なくとも 1 つ存在する。 

 
 

x

y
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f a( )  

b 

f b( )  

c 

k 
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とくに，関数 ( )xf が閉区間 [ ]ba, で連続で， ( ) ( )0<bfaf ならば， 

つまり ( )af と ( )bf が異符号ならば， 

( ) 0=cf となるような cがこの区間に少なくとも 1 つ存在する。 

 
中間値の定理は， 

方程式 f(x) = 0 の実数解の個数や，実数解の存在範囲を求める問題に用いられる。 
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7．2 次関数の最大・最小／定義域が一定区間 
( ) 222 --== axxxfy  ( )31 ££ x とおくと， ( ) ( ) ( )222 +--= aaxxf  ( )31 ££ x  

最大値M について 

軸 ax = の aの値が 
区間 31 ££ x の中点 2=x 以下のとき，すなわち 2£a のとき， ( ) 763 +-== afM  

区間 31 ££ x の中点 2=x 以上のとき，すなわち a£2 のとき， ( ) 121 --== afM  

最小値mについて 

軸 ax = の aの値が 
区間 31 ££ x の最小値 1=x 以下のとき，すなわち 1£a のとき， ( ) 121 --== afm  

区間 31 ££ x を満たすとき，すなわち 31 ££ a のとき， ( ) ( )22 +-== aafm  
区間 31 ££ x の最大値 3=x 以上のとき，すなわち a£3 のとき， ( ) 763 +-== afm  

 以上を表にまとめると，以下のようになる。 

( )
( ) ( )

増加増加極小減少減少増減 ||
84|1|3|84
76|2|12

12|76
321

22

2

---+--
+-+---

--+-

aaaamM
aaam

aaM
a

 

 よって， 

 mM - が最小となるのは， 2=a のときである。 
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8．2 次関数の最大・最小／定義域が動く場合 

 最大値 
( )xf の軸 1=x と定義域の中点 1+= ax の関係について， 

11£+a ，すなわち 0£a のときと 11 +£ a ，すなわち a£0 のときとに分けると， 

0£a のとき： ( ) ( ) 322 +-== aaafaM  

 
 

a£0 のとき： ( ) ( ) 322 2 ++=+= aaafaM  

 
 

x

y

Oa a + 2 1 

x

y

O a a + 2 1 
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実線が ( )aMb = のグラフである。 

 
 

 

最小値 
( )xf の軸 1=x と定義域 2+££ axa の関係について， 

12 £+a ，すなわち 1-£a のときと 21 +££ aa のとき，すなわち 11 ££- a のときと 

a£1 のときとに分けると， 

 

 

 

 

 

a

b

O

3 b = a2 - 2a + 3 

b = a2 + 2a + 3 
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1-£a のとき： ( ) ( ) 322 2 ++=+= aaafam  

 
 

11 ££- a のとき： ( ) ( ) 21 == fam  

 
 

x

y

Oa a + 2 
1 

x

y

O a a + 2 1 
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a£1 のとき： ( ) ( ) 322 +-== aaafam  
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実線が ( )amb = のグラフである。 
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補足 
( )aM は，定義域の端点における ( )xf の値の大きい方， 

つまり， ( ) 322 +-= aaaf と ( ) 322 2 ++=+ aaaf のうち値の大きい方である。 
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3 b = a2 - 2a + 3 

b = a2 + 2a + 3 
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( )am は， 

( )xf の軸 1=x が定義域内にあるとき， 

すなわち 21 +££ aa より， 11 ££- a のとき， ( ) ( ) 21 == fam  

そうでないとき，すなわち 1-<a あるいは a<1 のとき， 
定義域の端点における ( )xf の値が小さい方， 

つまり， ( ) 322 +-= aaaf と ( ) 322 2 ++=+ aaaf のうち値の小さい方である。 
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b

O- 1 1 
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10．2 次関数のグラフ／係数との関係，移動 
（イ） 

( ) cbxaxxfy ++== 2 ( )0¹c のグラフが題意を満たすためには， 

上に凸かつ x軸の 0 以上の異なる 2 点で交わることである。 

上に凸であるためには， 0<a  

異なる 2 点で交わるためには， 042 >- acb  
x軸との共有点を ba , ( )ba <£0 とすると， 

解と係数の関係より， 0>-=+
a
bba ， 0³=

a
cab  

これと 0<a ， 0¹c より， 0>b ， 0<c  

 以上より， 

0<a ， 0>b ， 0<c ， 042 >- acb  
（ロ） 

 順を変えても問題ないから， 7123 2 -+-= xxy は 23xy = のグラフを 
x軸に対称に折り返してから，x軸方向に p，y軸方向にqだけ平行移動したものとすると， 

( ) qpxy +--= 23 が 7123 2 -+-= xxy であるから， 

7123363 222 -+-º+-+- xxqppxx より， 
5,2 == qp  

 

注意 

座標軸は象限に含まれない。 
第 1 象限： 0,0 >> yx  

第 2 象限： 0,0 >< yx  

第 3 象限： 0,0 << yx  

第 4 象限： 0,0 <> yx  
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12．2 変数関数／等式の条件がない場合，ある場合 
（イ） 

別解 1 

122 =+ yx を媒介変数q ( )pq 20 <£ を使って表示すると， 
( ) ( )qq sin,cos, =yx だから， 

( ) 52sinsin4sin1sin4cos4 2222 +--=+-=+=+ qqqqqyx  

よって， 
1sin =q のとき，すなわち ( ) ( )1,0, =yx のとき最大値 4 

1sin -=q のとき，すなわち ( ) ( )1,0, -=yx のとき最小値 4-  

 補足 

円 ( ) ( ) 222 rqypx =-+- の媒介変数表示 

 ( ) ( ) 222 rqypx =-+- は， 
222 ryx =+ を x方向に p， y方向に qだけ平行移動したものであり， 
222 ryx =+ 上の点は， ( ) ( )qq sin,cos, rryx =  ( )pq 20 <£ と表せるから， 

( ) ( ) 222 rqypx =-+- 上の点は， 
( ) ( )qq sin,cos, rqrpyx ++=  ( )pq 20 <£ と表せる。 

別解 2 

kyx =+ 42 とおくと，
44

2 kxy +-=  

( )yx, は，
44

2 kxy +-= と 122 =+ yx の共有点であることを利用して， 

グラフから yx +2 の最大値と最小値を求める。 

 

x

y

O

1 

- 1 

1 - 1 

y = - x2

4 + k
4 

x2 + y2 = 1 

k
4 
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図より， 122 =+ yx と
44

2 kxy +-= が共有点をもつとき， 

1
4

1 ££-
k

，すなわち 44 ££- k であり， 

( ) ( )1,0, =yx のとき， kすなわち yx 42 + は最大値 4 をとり， 

( ) ( )1,0, -=yx のとき， kすなわち yx 42 + は最小値 4- をとる。 

 

 

 
 

 

 

 

x

y

O

1 

- 1 

1 - 1 

y = - x2

4 + 1 x2 + y2 = 1 

y = - x2

4 - 1 
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（ロ） 

別解 1 

楕円 1
316

22
=+

ba
を媒介変数q ( )pq 20 <£ を使って表示すると， 

( ) ( )qq sin3,cos4, =ba だから， 

( )aqqq +=+=+ sin5sin3cos43ba  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

5
4sin,

5
3cos aa  

( ) 1sin1 £+£- aq より， 

ba 3+ の最大値は 5，最小値は 5-  
 補足 

  楕円 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

の媒介変数表示 ( ) ( )qq sin,cos, bayx =  

 

a

b

O 4 - 4 

3√  

- 3√  

4cosθ, 3√ sinθ( )  

θ 

a2

16 + b2

3 = 1 
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別解 2 

kba =+ 3 とおくと， ( )kab --=
3

1  

( )kab --=
3

1
と楕円 1

316

22
=+

ba
が共有点をもつことを利用して， 

ba 3+ の最大値と最小値を求める。 
 

 
 

 

 

 

 

a

b

O 4 - 4 

3√  

k 

b = - 1
3√ a - k( )  

- 3√  

a2

16 + b2

3 = 1 
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図より， kが最大または最小となるのは， 

( )kab --=
3

1
と 1

316

22
=+

ba
が接するときである。 

このとき， 1
316

22
=+

ba
に ( )kab --=

3
1

を代入して得られる aについての 2 次方程式 

( ) 09163225 22 =-+- kkaa は重解をもつから， 

( ) ( ) ( ) 0251699252516169162516
4

222222 =-×-=×+-=-×-= kkkkkD  

5,5 -=\k  

よって， ba 3+ の最大値は 5，最小値は 5- である。 

( )

( ) ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=-+-\

×=+-+Û=
+-

+Û=
þ
ý
ü

î
í
ì

--+

09163225

91616321691
9

2
16

1
3

1
3
1

16
22

222
22222

kkaa

kkaaakkaaakaa
 

  

a

b

O 4 

3√  

5 - 5 

a2

16 + b2

3 = 1 

b = - 1
3√ a - 5( )  

b = - 1
3√ a + 5( )  
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13． 
補足 
xと yが互いに共役な複素数の場合 yx + と xyは実数である。 

たとえば， qipx += ， qipy -= （ qp, は実数）とすると， 

pyx 2=+ ， 22 qpxy += より，いずれも実数となる。 

 

20．2 次不等式／「すべて」と「ある」がらみ 
(1)と(2)は， 

22 ££- x の範囲で xの値が同じ場合についての比較である。 

つまり， 

(1)は， 
22 ££- x の範囲で，すべての同じ xに対し， ( ) ( ) 0<- xgxf である。 

(2)は， 
22 ££- x の範囲で，ある同じ xに対し， ( ) ( ) 0<- xgxf である。 

あるいは， ( ) ( ) 0<- xgxf となる xが少なくとも 1 つ存在する。 

あるいは，すべての同じ xに対して ( ) ( ) 0³- xgxf であることの否定。 

したがって， 

( ) ( ) ( ) ( )32 2 +-=-= axxgxfxH とおくと， 

22 ££- x の範囲で， 

(1)は， 
常に ( ) 0<xH である。 

(2)は， 
( ) 0<xH となる xが少なくとも 1 つ存在する。 

あるいは，常に ( ) 0³xH であることの否定 

 

(3)と(4)は， 
( )xf と ( )xg が 22 ££- x の範囲でそれぞれ任意の値をとる場合についての比較である。 

(3)は， 
( )xf の最大値が ( )xg の最小値より小さければよく， 

(4)は， 
 すべての 1x ， 2x の組に対して ( ) ( )21 xgxf ³ であることの否定である。 

 つまり， ( )xf の最小値が ( )xg の最大値以上であることの否定である。 

よって， ( )xf の最小値が ( )xg の最大値より小さければよい。 
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( )xfy = と ( )xgy = で見た(1)を満たす状況の例 

 

( )xfy = と ( )xgy = で見た(1)を満たすか満たさないかの境界の状況の例 

 

( )xfy = と ( )xgy = で見た(1)を満たさない状況の例 

 

x

y

O

y = f x( ) 

y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( )  
y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 
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( )xHy = で見た(1)を満たす状況の例 

 
 

( )xHy = で見た(1)を満たすか満たさないかの境界の状況の例 

 
 

( )xHy = で見た(1)を満たさない状況の例 

 
 

x

y

O
2 - 2 

x

y

O
2 - 2 

x

y

O
2 - 2 
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( )xfy = と ( )xgy = で見た(2)を満たす状況の例 

 

( )xfy = と ( )xgy = で見た(2)を満たすか満たさないかの境界の状況の例 

 

( )xfy = と ( )xgy = で見た(2)を満たさない状況の例 

 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( ) 

y = g x( )  

2 - 2 
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( )xHy = で見た(2)を満たす状況の例 

 
( )xHy = で見た(2)を満たすか満たさないかの境界の状況の例 

 
( )xHy = で見た(2)を満たさない状況の例 

 

x

y

O
2 - 2 

x

y

O
2 - 2 

x

y

O
2 - 2 
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(3)を満たしている状況 

 
(3)を満たすか満たさないかの境界の状況 

 
(3)を満たさない状況 

 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 
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(4)を満たす状況 

 
(4)を満たすか満たさないかの境界の状況 

 
(4)を満たさない状況 

 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 

x

y

O

y = f x( )  

y = g x( )  

2 - 2 


