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式と証明 

例題 2 整式の割り算／剰余の定理・置き換え 
（ロ） 

Xx =2 とおくと， 

3232 5210 ++=++ XXxx  

11 224 +-=+- XXxx  
より， 

325 ++ XX を 12 +- XX で割った商を ( )XQ ，余りを baX + とすると， 

( ) ( ) baXXQXXXX +++-=++ 132 25  ・・・① 

ここで， 012 =+- XX の解をw とおくと， 012 =+-ww  ・・・② 

12 -=\ ww  ・・・③ 
また， ( )( ) 111 32 +=+-+ XXXX より， 013 =+w  13 -=\w  ・・・④ 

①について， w=X のとき，②，③，④より， 

左辺 ( ) 4321323232 2235 +=++--=++-=++×=++= wwwwwwwwww  

右辺 ( ) ( ) babaQ +=+++-= wwwww 12  

ba +=+\ ww 4  

1=\a ， 4=b  

44 2 +=+=+\ xXbaX  
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例題 4 整式の割り算／周期性に着目 
別解 

( ) ( ) baxxQxxx ++++= 12100 とおく。 

012 =++ xx の解をw とすると， 012 =++ ww  ・・・① 
また， ( )( )111 23 ++-=- xxxx より， 013 =-w  13 =\w  ・・・② 

①，②より， 

( ) ( ) baQ ++++= wwwww 12100  

( ) ba +=×\ www
333  

ba +=\ ww  

1=\a ， 0=b  

これより， ( ) ( ) xxQxxx +++= 12100  

( ) ( ) xxxQxx -=++\ 1002 1  

 ここで， ( )199100 -=- xxxx  

Xx =3 とおくと， ( )( )1111 23031323399 ++++++-=-=- XXXXXXXx   

( )( )
( )( )( )111

111
363999093962

36399909396399

++++++++++-=

++++++++-=-\
-

-

xxxxxxxxx

xxxxxxxx
k

k





　　　　　
 

( ) ( ) ( )( )( )1111 3639990939622 ++++++++++-=++\ - xxxxxxxxxxxQxx k   

( ) ( )( )
( )( ) ( )33,,3,2,11

11
363999093962

36399909396





=++++++++-=

++++++++-=\
-

-

kxxxxxxxx

xxxxxxxxxQ
k

k

　　　　　　
 

88x の係数 

  883992 xxx k =× - のとき， 882399 =+- k  133 =\ k  kは自然数だから不適 

  88399 xxx k -=×- - のとき， 881399 =+- k  123 =\ k  4=\k  
  よって，係数は 1-  

 33x の係数 

  333992 xxx k =× - のとき， 332399 =+- k  683 =\ k  kは自然数だから不適 

  88399 xxx k -=×- - のとき， 331399 =+- k  673 =\ k  kは自然数だから不適 

  よって， 33x の項は存在しない。すなわち 33x の係数は 0 
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例題 5 整式の割り算／2 つの余りの条件 
（イ） 

整式 ( )xP を ( )( )( )321 -+- xxx で割ったとき， 

商を ( )xQ （ ( )xQ は 0 次以上の整式），余りを ( )xR （ ( )xR は 2 次以下の整式）とすると， 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )xRxQxxxxP +-+-= 321 と表せる。 

また， ( )xP を ( )( )21 +- xx で割ったときの余りが x7 であることより， 

余り ( )xR は， ( ) ( )( ) xxxaxR 721 ++-= と表せる。 

よって， 
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) xxxaxQxxxxP 721321 ++-+-+-=  

 ( )xP を 3-x で割ったときの余りは，剰余定理より ( ) 13 =P  

 これと ( ) 21103 += aP より， 12110 =+a  

 2-=\a  

 よって，求める余りは， ( )( ) 4527212 2 ++-=++-- xxxxx  

（ロ） 

解法 1 

整式 ( )xf を ( )( )23 22 +++ xxx で割ったとき， 
商を ( )xQ （ ( )xQ は 0 次以上の整式），余りを ( )xR （ ( )xR は 3 次以下の整式）とすると， 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )xRxQxxxxf ++++= 23 22 と表せる。 

 また， ( )xf を 32 +x で割ると 3+x 余ることより， 

 ( ) ( )( ) 332 ++++= xxbaxxR と表せる。 

 よって， ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 3323 222 ++++++++= xxbaxxQxxxxf  ・・・① 

 ( )xf を 22 ++ xx で割ったときの商を ( )xS とすると，余りは 53 +x だから， 

 ( ) ( ) ( ) 5322 ++++= xxSxxxf  ・・・② とも表せる。 

 ここで， 022 =++ xx を満たす解をa とおくと， 022 =++ aa  ・・・③ 
 ①，③より， 

 ( ) ( )( ) 332 ++++= aaaa baf  

 ここで，③より， 22 --= aa だから， 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
( )( )

( )
( ) 3212

32
3

31
33233

2

2

++++-=
+++-+---=

+++-+-=

+++-+=
+++--+=++++=

baba
bbaa

bbaa

ba
babaf

a
aaaa

aaaa

aaa
aaaaaaa

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

 

 ( ) ( ) 3212 ++++-=\ babaf aa  ・・・④ 

 一方，②，③より， ( ) 53 += aaf  ・・・⑤ 

④，⑤より， 312 =+- ba ， 532 =++ ba  0,1 ==\ ba  
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 よって，①より， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) 3423

33223
322

222

++++++=

++++++++=

xxxQxxx

xxxxQxxxxf

　　　
 

 これを満たす整式 ( )xf のうち，次数が最も低いものは， 

商 ( ) 0=xQ のときの ( ) 343 ++= xxxf である。 

解法 2 

整式 ( )xf を ( )( )23 22 +++ xxx で割ったとき， 
商を（ ( )xQ は 0 次以上の整式），余りを ( )xR （ ( )xR は 3 次以下の整式）とすると， 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )xRxQxxxxf ++++= 23 22 と表せる。 

 また， ( )xf を 32 +x で割ると 3+x 余ることより， 

 ( ) ( )( ) 332 ++++= xxbaxxR と表せる。 

 よって， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 3323 222 ++++++++= xxbaxxQxxxxf  

( )( ) ( ) ( ) 331323 2322 +++++++++= bxabxaxxQxxx  ・・・① 

 ( )xf を 22 ++ xx で割ったときの余りについて 

①より， 

( ) 331323 +++++ bxabxax を 22 ++ xx で割った余りと等しいから， 
割り算により，その余りは， ( ) 3212 ++++- baxba  ・・・② 

条件より， 

53 +x  ・・・③ 

②，③より， 

312 =+- ba ， 532 =++ ba  0,1 ==\ ba  

 よって，①より， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) 3423

33223
322

222

++++++=

++++++++=

xxxQxxx

xxxxQxxxxf

　　　
 

 これを満たす整式 ( )xf のうち，次数が最も低いものは， 

商 ( ) 0=xQ のときの ( ) 343 ++= xxxf である。 
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例題 7 恒等式／次数の決定 
( ) ( )xgbxaxxf nn ++= -1 （ 0¹a ， ( )xg は 2-n 次以下の整式）とおくと， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )11CC1

11CC

111111

1

1

2

1
1

1

0

1

0

1
1

1

+++÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
++

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+++=

++++=

++++++=++

åå

åå

=

-
+

=

-+
+

+

=

-
+

=

-+
+

+

tgtttbttnta

tgttbta

tgttbtatft

n

k

kn
kn

n
n

k

kn
kn

nn

n

k

kn
kn

n

k

kn
kn

nn

　　　　　　

　　　　　　  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )111C1C1

111C1C

111111

1

1

2

1
1

1

0

1

0

1
1

1

+++÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-++

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-++-=

+++-+-=

--+-+-=--

åå

åå

=

-
+

=

-+
+

+

=

-
+

=

-+
+

+

tgtttbttnta

tgttbta

tgttbtatft

n

k

knk
kn

n
n

k

knk
kn

nn

n

k

knk
kn

n

k

knk
kn

nn

　　　　　　

　　　　　　

 より， 

左辺 ( ) ( ) ( ) ( )1111 ---++ tfttft の最高次の項は， ( ) ntna 12 + である。 

 一方，右辺の最高次の項は 2t であるから， 
 ( ) 212 ttna n =+  

 2=\n ，
6
1

=a  

 よって， 

 ( ) ( )xgbxaxxf nn ++= -1 の ( )xg は定数項となるから，これを cとおくと， 

 ( ) cbxxxf ++= 2

6
1  

 与式に 0=t を代入すると， ( ) ( ) 111 =-+ ff  

 よって， 

 1
6
1

6
1

=÷
ø
ö

ç
è
æ +-+++ cbcb  

 
3
1

=\c  

 ( )
3
10 ==\ cf  
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例題 8 分数式／恒等式・部分分数分解 
部分分数分解 

有理関数
( )
( )xP
xQ

（ ( )xQ は ( )xP より低次の多項式）を 

( )max
A
-

，
( )ncbxx

CBx

++

+
2

の形の分数の和で表すことを， 

( )
( )xP
xQ

の部分分数分解という。 

cbaCBA ,,,,, は定数， cbxx ++2 は実数の範囲で因数分解できない（ 042 <- cb ）とする。 

色々な有理関数を部分分数分解した形を以下に示す。 

ただし， iA ， iB ， iC , ia で表された文字は数列ではなく，ただの定数です。 

1．分母が互いに異なる 1 次式の積形の場合 

( )
( )

( )
( )( ) ( )naxaxax

xQ
xP
xQ

---
=

21
を部分分数分解した形は， 

( )
( ) n

n

ax
A

ax
A

ax
A

xP
xQ

-
++

-
+

-
= 

2

2

1

1  

2．分母が ( ) ( )2³- nx na および互いに異なる 1 次式の積形の場合 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )nn axaxax

xQ
xP
xQ

---
=

21

を部分分数分解した形は， 

( )
( ) ( ) ( ) n

n
n

n
n

n

ax
B

ax
B

ax
B

ax
A

ax
A

ax
A

xP
xQ

-
++

-
+

-
+

-
++

-
+

-
=

-
- 

3

3

2

2

1

1
1

1

1

1

 

3．分母が cbxx ++2 および互いに異なる 1 次式の積形の場合 
( )
( )

( )
( )( )( ) ( )naxaxaxcbxx

xQ
xP
xQ

---++
=

21
2 を部分分数分解した形は， 

( )
( ) n

n

ax
A

ax
A

ax
A

cbxx
CBx

xP
xQ

-
++

-
+

-
+

++
+

= 
2

2

1

1
2

 

4．分母が ( ) ( )22 ³++ ncbxx
n

， ( ) ( )2³- mx ma および互いに異なる 1 次式の積形の場合 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )lmn

axaxaxcbxx

xQ
xP
xQ

---++
=

21
2

を部分分数分解した形は， 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

l

l

m
m

m
m

n
nn

n
nn

ax
B

ax
B

ax
A

ax
A

ax
A

cbxx
CxB

cbxx

CxB

cbxx

CxB
xP
xQ

-
++

-
+

-
++

-
+

-
+

++

+
++

++

+
+

++

+
=

-
-

-
--







2

2

1

1
1

1

1

1

2
11

12

11

2
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補足 

部分分数分解
( )( ) ( )22 22121

1
+

+
+

+
-

=
+- x

C
x
B

x
A

xx
において， 

( )22+x
C

の分母が 2 次式であるのに，分子が 1 次式ではなく，定数Cとなる理由 

( )( ) ( )
( )

( )

( )

( )2

2

2

22

221

2
2

21

2
22

1

2121
1

+
+

+
+

-
=

+

+-
+

+
+

-
=

+

+-+
+

-
=

+

+
+

-
=

+-

x
C

x
B

x
A

x
cb

x
b

x
a

x
cbxb

x
a

x
cbx

x
a

xx

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

 

という風に処理したからである。 

おまけ 

分母が階乗の部分分数展開 

( )
( )
( ) ( )!1

1
!

1
!1
11

!1 +
-=

+
-+

=
+ nnn

n
n
n  
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例題 9 分数式／分子を分母より低次にする・整数になる条件 
(2) 

2
21

2
43

22

23

+
+

++=
+

+++
x
xx

x
xxx

より， 

2
43

2

23

+
+++

x
xxx

が整数となるための必要十分条件は，
2

2
2 +
+

x
x

が整数となることである。 

k
x
x

=
+
+

2
2

2 （ kは整数）とおくと， 0222 =-+- kxkx  

この xについての方程式を満たす整数解を ba , とすると， 

解と係数の関係より，
k
1

=+ ba ，
k
22 -=ab  

ba + ，ab ， kは整数だから， kがとる値の必要条件は， 1-=k ，1 

1-=k のとき 

042 =--- xx  
2

31 ix ±-
=\  よって不適 

1=k のとき 

  02 =- xx  1.0=\ x  
  これは， xが負でない整数という条件を満たす。 

よって， 0=x ，1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

9 
 

例題 12 A≧B ⇔ A－B≧0 
(2) 

別解 (1)の結果を利用して解く 
cba ³³ ， zyx ³³ および(1)より 

222
byaxyxba +

£
+

×
+

 ( ) ( ) byaxybaxba 22 +£+++\  ・・・① 

222
czbyzycb +

£
+

×
+

 ( ) ( ) czybyzcbycb 22 +£+++\  ・・・② 

222
axczxzac +

£
+

×
+

 ( ) ( ) axczxaczac 22 +£+++\  ・・・③ 

①，②，③より， 
( ) ( ) ( ) bzbyaxzcbaycbaxcba 444222 ++£++++++++  

( ) ( ) ( ) czbyaxzcbaycbaxcba 333 ++£++++++++\  

( )( ) ( )czbyaxzyxcba ++£++++\ 3  

333
czbyaxzyxcba ++

£
++

×
++

\  
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例題 14 有名不等式／相加平均・相乗平均の関係 
(2) 

22
22

4
zuxy

uzyx
uzyx +

³

+
+

+

=
+++

（等号成立は yx = かつ uz = のとき） 

4
2

xyzuzuxy
zuxy

=×³
+

（等号成立は zuxy = のとき） 

よって， 4
4

xyzuuzyx
³

+++  

 等号成立は yx = かつ uz = かつ zuxy = のとき，すなわち uzyx === のとき 

(3) 

(2)の uを
3

zyxu ++
= とおくと， 

4
34

3 zyxxyz

zyxzyx ++
×³

++
+++

（等号成立は zyx == のとき） 

( ) 4
1

4
1

33
÷
ø
ö

ç
è
æ ++

³
++

\
zyxxyzzyx

 

( )4
14

3

3
xyzzyx

³÷
ø
ö

ç
è
æ ++

\  

xyzzyx
³÷

ø
ö

ç
è
æ ++

\
3

3
 

3
3

xyzzyx
³

++
\  
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前問の結果を利用して前問と文字種の数が異なる不等式を証明する方法 
前問より文字種が多い不等式の証明のとき 

 方法 1 

  前問の 1 つの文字種を異なる文字種からなる式で置換して文字種を増やす。 

  例 

前問の不等式が 0>a ， 0>b のとき， abba
³

+
2

で， 

0>x ， 0>y ， 0>z ， 0>u ⇒ 4
4

xyzuuzyx
³

+++
を証明する場合 

2
yxa +

= ，
2
uzb +

= とおくと， 0>a ， 0>b より， abba
³

+
2

 

よって，
22

22 zuxy
uzyx

+
³

+
+

+

（等号成立は yx = かつ uz = のとき） 

以下 p.10 の例題 14(2)参照 

 方法 2 

  前問の不等式を 2 種類またはそれ以上つくり， 

  それらの不等式間で適当な和積の処理を行う。 

  p.9 の例題 12(2)別解参照 

前問より文字種が少ない不等式の証明のとき 

 前問の 1 つの文字種を残りの他の文字または残りの他の文字を使った式で置き換える。 

p.10 の例題 14(3)参照 
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例題 15 有名不等式／コーシー・シュワルツの不等式 
(2) 

(1)より， ( )( ) ( )22121
2

2
2

2
2

1
2

1
2

2
2

1 111 ++³++++= yyxxyxyxzz  

( ) 01 2
2

2
1

2
2121 £-++\ zzyyxx  

( )( ) 011 212121212121 £++++-+\ zzyyxxzzyyxx  

021 >zz より， 

11 212121212121 +++<+-+ zzyyxxzzyyxx  

よって， 
01212121 £+-+ zzyyxx  
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例題 16 絶対値記号と不等式・三角不等式 
(2) 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )axbbyabyaxabbxaybyaxabxy -+-+--=-++--=- 2 より， 

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )cbac

cbcac

axbbyabyax

axbbyabyax

axbbyabyaxabxy

++=

++<

-+-+--=

-+-+--£

-+-+--=-

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

2

 

 

 


