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座標 

点と直線の距離の公式 

 点 A ( )qp, と直線 0=++ cbyax との距離
22 ba

cbqap

+

++
の別証 

点 A ( )qp, から直線 0=++ cbyax に下ろした垂線の足を点 B ( )YX , とすると， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
qY
pX

AB  

ABと直線 0=++ cbyax の法線ベクトル ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
b
a

は互いに従属の関係にあるから， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

b
a

k
qY
pX

（ kは 0 でない実数） 

pkaX +=\ ， qkbY +=  ・・・① 

点 B ( )YX , は 0=++ cbyax を満たすから， 0=++ cbYaX  ・・・② 

①，②より， 
( ) ( ) 0=++++ cqkbbpkaa  

22 ba
cbqapk

+
++

=\  ・・・③ 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
b
a

k
qY
pX

AB より， ( ) 22222AB bakbak +=+=  ・・・④ 

③，④より， 

22
AB

ba

cbqap

+

++
=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

2 
 

3 角形の面積 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=
b
a

OA ， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=
d
c

OB より， 

( )
( )( ) ( )

bcad

cdabdcba

-=

+-++=

×-=

Ð-=

Ð-=

Ð=D

2
1
2
1

OBOAOBOA
2
1

AOBcosOBOAOBOA
2
1

AOBcos1OBOA
2
1

AOBsinOBOA
2
1AOB

22222

222

2
2222

2

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

 この面積公式を使う状況 

  面積の計算が非常に煩雑になる場合によく使う。 

  ベクトルの問題の小問として出題される面積問題で使うことが多い。 
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2 次関数の相似比と相似中心 
実数係数の 2 次関数はすべて相似あるいは合同であり， 

たとえば， 2axy = と 2bxy = の相似比は ab
ba

:1:1
= である。 

ここで， 0>a ， 0>b の場合を考え，その相似比を求めてみる。 
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図より，△OABと△ 'BOA' の相似比が 2axy = と 2bxy = の相似比である。 
2axy = 上の任意の点を ( )YX, とすると， 
2XY a=  

両辺を
b
a
倍すると， 2

2
XY

b
a

b
a

=  

よって， 
2

XY ÷
ø
ö

ç
è
æ=
b
ab

b
a  

これは， ÷
ø
ö

ç
è
æ Y,X

b
a

b
a

が
2bxy = 上の点であることを示している。 

よって，図より， 

( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ= YX,Y',X'

b
a

b
a  

ゆえに， 

2axy = と
2bxy = の相似比は

b
a:1　 より ab :  

別解 1 

'A は， xy
X
Y

= と 2bxy = との交点より， 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
××=

2

2

X
Y1,

X
Y1Y',X'

bb
 

2XY a= より， X
X
X

X
Y 2

aa
== ， Y

Y
Y

X
Y 2

a

a

== だから， 

( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ= YX,Y',X'

b
a

b
a  

ゆえに， 

2axy = と
2bxy = の相似比は

b
a:1　 より ab :  
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対応する点の接線の傾きは等しい 

 2 次関数の相似だから，対応する点の接線の傾きは等しくて当然だが， 

 一応確かめてみよう。 
2axy = 上の点A における接線の傾きをmとすると， axy 2=¢ より， X2am =  

 2bxy = 上の点 'A における接線の傾きを 'm とすると， bxy 2=¢ より， 'X2' bm =  

 ここで， X'X
b
a

= だから， X2X2'X2' a
b
abbm =×==  

 よって， 'mm =  

別解 2 

△OABと△ 'BOA' において，対応する点の接線の傾きは等しいことを定理扱いすると， 
2axy = の点 A における接線の傾きは X2a  
2bxy = の点 'A における接線の傾きは 'X2b  

より， 'X2X2 ba =  

÷
ø
ö

ç
è
æ==\

Y
'Y

X
'X

b
a  

このことから， 2bxy = は， 2axy = を
b
a
倍に拡大したものであることがわかる。 

よって，
2axy = と

2bxy = の相似比は ab
b
a ::1 =　  
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( ) qpxay +-= 2
と ( ) tsxby +-= 2

の相似中心の求め方 

 
相似中心を C， ( ) qpxay +-= 2 と ( ) tsxby +-= 2 の頂点をそれぞれ A，B とすると， 

対応する点の接線の傾きは等しいから， 

相似中心 C は，頂点（接線の傾き 0）を結ぶ直線上にあり， 

( ) qpxay +-= 2
と ( ) tsxby +-= 2 の相似比が

ba
1:1
，すなわち ab : であることより， 

ab :BC:AC = ，すなわち相似中心 C は，線分 AB を ab : に外分する点である。 

よって， ÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

-
-

ba
btaq

ba
bsap ,C  

 

 

y = a x - p( ) 2 + q y = b x - s( ) 2 + t 

y = q - t
p - s x - p( ) + q 

y = k x - ap - bs
a - b( ) + aq - bt

a - b  

B ( )ts,  

A ( )qp,  

C ÷
ø

ö
ç
è

æ
-
-

-
-

ba
btaq

ba
bsap

,  

D 
E 

F 

G 
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相似中心を求めることでどんなことができるか？ 

ここで，相似中心 C を通る直線の傾きを k（ kは実数）とすると， 

直線の式は，
ba
btaq

ba
bsapxky

-
-

+÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

-=  

この直線と ( ) qpxay +-= 2
， ( ) tsxby +-= 2 との交点をそれぞれ E，D とすると， 

C は相似中心だから，△ACE∽△BCD 

対応する点の接線の傾きは等しいから， 

点 E における接線と点 D における接線の傾きは等しい。 

同様に，点 F における接線と点 G における接線の傾きは等しい。 

まとめ 

2 次関数の相似中心を通る任意の直線と 2 次関数との交点から， 

複数の 2 次関数において，接線の傾きが互いに等しい点を簡単に知ることができる。 

 

物理の放物運動の問題を解くとき，2 次関数の相似性を利用する解き方もある。 

参考：物理重要問題集Ⅰ・Ⅱを解いてみた 038 床や壁との斜めの衝突 
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補足 

外分点の公式の導き方 

AB を nm :  に外分する点を C とすると， 

nm :BC:AC = より， 

BCAC mn =  

( ) ( )OBOCOAOC -=- mn  

OBOCOAOC mmnn -=-  

( ) OAOBOC nmnm -=-  

よって， 

nm
nm

-
-

=
OAOBOC  

  

 

 

同様に， 

AB を nm :  に内分する点を D とすると， 

nm :DB:AD = より， 

DBAD mn =  

( ) ( )ODOBOAOD -=- mn  

ODOBOAOD mmnn -=-  

( ) OAOBOD nmnm +=+  

よって， 

nm
nm

+
+

=
OAOBOD  

 

 

 

 

 

 

 

 

A B C 

A B D 
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円の接線の公式とその導き方 
円の接線の公式 

( ) ( ) 222 rbyax =-+- 上の点 P ( )00 , yx を通る接線の方程式は， 

( )( ) ( )( ) 2
00 rbybyaxax =--+--  

と表される。 

導き方 1 
 中心を O とすると O ( )ba, ，また，点 P でない接線上の点を Q ( )yx, とする。 

 三平方の定理より， 222 OPPQOQ =-  
 よって， 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ } 22
0

2
0

22 ryyxxbyax =-+---+-  ( )r=OP  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22
0

22
0

2 ryybyxxax =---+---\  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } 2
0000 ryybyyybyxxaxxxax =-+----+---+---\  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ } 2
000000 ryybyxxaxbybyaxax =--+-----+--\  

 ここで， 

OP⊥PQ より， 

( )( ) ( )( ) 0PQOP 0000
0

0

0

0 =--+--=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
×÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

-
=× yybyxxax

yy
xx

by
ax

 

( )( ) ( )( ) 2
00 rbybyaxax =--+--\  

この式は，点 P ( )00 , yx の場合でも成り立つ。 

よって， 

( )( ) ( )( ) 2
00 rbybyaxax =--+--  

導き方 2 
 接線の傾きをmとすると，接点 P ( )00 , yx における接線の方程式は， ( ) 00 yxxmy +-=  

 次に，点 P ( )00 , yx における接線の傾きmを微分により求める。 

( ) ( ) 222 rbyax =-+- を xについて微分すると， 

 
( ) ( ) 0

22

=
-

+
-

dx
byd

dx
axd  

( ) ( ) 0
22

=×
-

+
-

\
dx
dy

dy
byd

dx
axd  

( ) ( ) 022 =×-+-\
dx
dybyax  

by
ax

dx
dy

-
-

-=\  

 
by
ax

m
-
-

=\
0

0  
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よって，接線の方程式は， ( ) 00
0

0 yxx
by
ax

y +-
-
-

= と表せる。 

これで一応は完成ということになるが， 

公式として認定されている形 ( )( ) ( )( ) 2
00 rbybyaxax =--+-- へと変形してみる。 

 ( ) 00
0

0 yxx
by
ax

y +-
-
-

= より， ( )( ) ( )( ) 00000 =--+-- yybyxxax  

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } 00000 =----+----\ bybybyaxaxax  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )20
2

000 byaxbybyaxax -+-=--+--\  

( ) ( ) 22
0

2
0 rbyax =-+- より， 

( )( ) ( )( ) 2
00 rbybyaxax =--+--  
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例題 1 直線／なす角 
（ロ） 

別解 

023 =+- yx の法線ベクトル ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- 3
1

を 45°回転すると求める直線の法線ベクトルになる。 

 よって，求める直線の法線ベクトルは， 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
°°
°-°

1
2

2
3

1
11
11

2
1

3
1

45cos45sin
45sin45cos

 

 これより，法線ベクトルの成分を最も簡単な整数値でとると， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-1
2

であり， 

それを法線ベクトルとする直線の方程式は，実数 aを用いて， 02 =+- ayx と表せる。 

 求める直線は点 ( )1,0 を通るから， 1=a  

 よって， 012 =+- yx  
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例題 5 放物線／線分長 
（イ） 

別解 

交点の x座標は ( ) ( ) 0=- xgxf を満たすから， 0622 =+- axx  
交点の x座標をa ， b とおくと，交点は ( )xgy = 上の点であることより， 

その座標は ( )1, -aa a ， ( )1, -bb a  

( ) ( ) ( ){ } ( )222 30211 =---+-\ baba aa  

( ) ( ) 12022 =-+-\ baba a  

( ) ( ) 120122 =+-\ aba  

( ){ }( ) 12014 22 =+-+\ aabba  
解と係数の関係より， a2=+ ba ， 6=ab  

( )( ) 1201244 22 =+-\ aa  

( )( ) 3016 22 =+-\ aa  

0365 24 =--\ aa  
( )( ) 049 22 =+-\ aa  

3±=\a  
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例題 10 円／内接円，正領域・負領域 
 内接円の中心を ( )ba,A とすると， 

A は 3 直線 0=y ， 043 =- xy ， 1243 =+ yx からの距離が等しい点であるから， 

( ) 2222 43

1243

43

43

+

-+
=

-+

-
=

baab
b  

5
1243

5
43 -+

=
-

=
baab

b  

 043 =- xy において， ( )ba,A は xy
3
4

< の領域に含まれるから， ab 43 <  

 034 >-\ ba  

 同様に， 1243 =+ yx おいて， ( )ba,A は 1234 +-< xy の領域に含まれるから， 1234 +-< ab  

 01243 >+--\ ba  

 よって， 

 
5

1243
5

34 +--
=

-
=

babab  

 ba 2=\ ， 43 =+ ba  

 
5
8

=\a ，
5
4

=b  

 よって，内接円の中心の座標は， ÷
ø
ö

ç
è
æ

5
4,

5
8  
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例題 11 円と放物線 
別解 
 y軸上の点を ( )a,0A とし，点 A を中心とする円の半径を大きくしていき， 

2xy = と点 ( )2,P tt で初めて接するとき，すなわち円が放物線と内接するとき， 

その接点 P が求める共有点である。  

また，このとき円と放物線は接点以外の共有点をもたないことから， 

求めた接点が点 P であるかどうかがわかる。 

以上のことをもとに，点 P の座標を求めることにする。 

 xy 2=¢ より，接線の傾き＝ t2 だから，接線の方向ベクトルを ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

t2
1

T


とおく。 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

t2
1

T


は円の接線の方向ベクトルでもあるから， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
=

at

t
2AP とT


は垂直である。 

( ) 012222
2
1

APT 23
2 =+-=-+=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

-
×÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=×\ attattt

at

t
t



 
次に， ( ) 0122 2 =+- att の解を aの値で場合分けすることで接点の座標を求め， 

それらの中から点 P であるものを求める。 

a<
2
1

のとき 

0=t , 0122 2 =+- at より， 0=t ,
2

12 -
±

a  

よって，接点の座標は， ( )0,0 ， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ --
±

2
12,

2
12 aa  

接点が ( )0,0 の場合 

円の半径の 2 乗は中心 ( )a,0A と接点 ( )0,0 との距離より， 2a  

よって，円の方程式は ( ) 222 aayx =-+  

 これと 2xy = を連立させることにより，共有点を求めると， 

( ) 22 aayy =-+ より， ( ) 012 =+- ayy  
0=\ y ， 12 -a  

ここで， a<
2
1

より， 012 >-a  

 よって，共有点の座標は， ( )0,0 ， ( )12,12 --± aa  

 点 P は，接点以外の共有点をもたないから，この接点は点 P ではない。 

 実際，図で表すと，次図のようになり，点 P でないことがわかる。 
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接点が ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ --
±

2
12,

2
12 aa

の場合 

   円の半径の 2 乗は中心 ( )a,0A と接点 ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ --
±

2
12,

2
12 aa

の距離より，
4
1

-a  

   よって，円の方程式は ( )
4
122 -=-+ aayx  

 これと 2xy = を連立させることにより，共有点を求めると， 

   ( )
4
12 -=-+ aayy より， 0

2
12 2

=÷
ø
ö

ç
è
æ -

-
ay   

   よって，共有点の座標は ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ --
±

2
12,

2
12 aa

，すなわち接点以外の共有点がない。 

したがって，これらの接点は点 P である。（下図） 

 

 

x

y

O

1
2 

a 

2a - 1
2√ , 2a - 1

2( )  - 2a - 1
2√ , 2a - 1

2( )  



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

17 
 

2
1

=a のとき 

03 =t より， 0=t ，よって，接点の座標は， ( )0,0  

円の半径の 2 乗は中心 ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
1,0A と接点 ( )0,0 との距離より，

4
1  

よって，円の方程式は
4
1

2
1 2

2 =÷
ø
ö

ç
è
æ -+ yx  

これと 2xy = を連立させることにより，共有点を求めると， 

4
1

2
1 2

=÷
ø
ö

ç
è
æ -+ yy より， 02 =y  

0=\ y  

  よって，共有点の座標は ( )0,0 ，すなわち接点以外の共有点がない。 

したがって，この接点は点 P である。（下図） 

 

x

y

O

1
2 a 
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2
10 << a のとき 

0122 2 =+- at は実数解をもたないから， 0=t  
よって，接点の座標は ( )0,0  

また，このことから円の方程式は ( ) 222 aayx =-+  

これと 2xy = を連立させることにより，共有点を求めると， 

( ) 22 aayy =-+ より， ( ) 012 =+- ayy  0=\ y ， 12 -a  

よって，共有点の座標は， ( )0,0 ， ( )12,12 --± aa としたいところだが， 

2
10 << a より， 0121 <-<- a  

したがって， ( )12,12 --± aa は，共有点でない。 
  よって，共有点の座標は， ( )0,0 ，すなわち接点以外の共有点がない。 

したがって，この接点は点 P である。（下図） 

 

 

x

y

O

1
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以上より， 

点 P，すなわち求める共有点の座標は， 

a<
2
1

のとき， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ --
±

2
12,

2
12 aa  

 
2
10 £< a のとき， ( )0,0  
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例題 14 軌跡／逆手流 
交点の軌跡の任意の点を ( )YX , とすると，点 ( )YX , は， 

0214 =++- mYmX かつ 0143 =-++ mmYX ， 
すなわち ( ) 214 -=+ YXm かつ ( ) 143 +-=+ XYm を満たす。 

（ⅰ） 4-¹X かつ 3-¹Y のとき 

 
4

21
+
-

=
X
Ym かつ

3
14

+
+-

=
Y
Xm より，

3
14

4
21

+
+-

=
+
-

Y
X

X
Y  

 ( )( ) ( )( ) 0321144 =+-+-+\ YYXX  

  ( ) ( ) 222 1595 =-+-\ YX  
  ただし， ( ) ( )21,4, -=YX ， ( )3,4 -- ， ( )3,14 - を除く。 

（ⅱ） 4-=X ， 3-¹Y のとき 
 ( ) 214 -=+ YXm において， 04 =+X より 21=Y  

  このとき， ( ) 143 +-=+ XYm について，
4
3

=m  

  よって，
4
3

=m のとき，点 ( )21,4- を通る。 

（ⅲ） 4-¹X ， 3-=Y のとき 
 ( ) 143 +-=+ XYm において， 03 =+Y より 14=X  

  このとき， ( ) 214 -=+ YXm について，
3
4

-=m  

  よって，
3
4

-=m のとき，点 ( )3,14 - を通る。 

（ⅳ） 4-=X ， 3-=Y のとき 
 ( ) 214 -=+ YXm において， 04 =+X より 21=Y  

 これは 3-=Y であることに反する。 
 よって，点 ( )3,4 -- は通らない。 

YX , を yx, に書き改めると，（ⅰ）～（ⅳ）より， 

( ) ( ) 222 1595 =-+- yx ，ただし，点 ( )3,4 -- を除く。 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

21 
 

例題 15 軌跡／変換による像 
(1) 

 ( ) ( )YXkyx ,, = とおくと， ( )222222OQOP YXkYXYXk +=+×+=×  

 2OQOP =× より ( ) 222 =+ YXk また 0OQ ¹ より Q は原点を通らないから， 22
2
YX

k
+

=  

 22
2
YX
Xx
+

=\ ， 22
2
YX
Yy
+

=  

別解 

OPは単位ベクトル
OP

OP
を用いて，

OP

OPOPOP = と表せることと， 

条件より， 0OP ¹ かつ 0OQ ¹ かつOPとOQの向きが同じだから， 

単位ベクトル
OQ

OQ

OP

OP
= であることを利用すると， 

OQ
OQ

2

OQ
OQ

OQOP

OQ

OQ

OQ

OQ
OP

OQ

OQOP

OP

OPOPOP

2

2

=

=

=

=

=

　　

　　

　　

　　

    ( )
( )xf
xf

´ のテクニック（適用範囲が数学全体に渡る重要テクニック） 

 より， 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Y
X

YXy
x

22
2  

 22
2
YX
Xx
+

=\ ， 22
2
YX
Yy
+

=  

 

重要 
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反転とは 

 半径 r の円の中心と異なる任意の点 P に対して，線分 OP またはその P の側への延長上に， 

 2OQOP r=× となるような点 Q を対応させるとき，このような点の変換を反転といい， 
O を反転の中心という。 

 ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

++
=

22

2

22

2
,,

yx
yr

yx
xrYX ， ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ

++
=

22

2

22

2
,,

YX
Yr

YX
Xryx  

 反転によって， 
 原点を通る直線 mxy =  → 同じ直線 mxy =  

原点を通らない直線 → 原点を通る円 

原点を通る円 → 原点を通らない直線 

原点を通らない円 → 原点を通らない円 

 

  
 

x

y

O

P

Q

r 

r 

- r 

- r 

x, y( )  

X, Y( )  
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反転の例題 

xy平面上の y軸に平行な直線 1=x を lとする。 

l上の点 P に対して，次の 3 つの条件を満たす点 Q を対応させる。 

(A) 原点を O とするとき，Q は直線 OP 上にある。 

(B) Q の x座標は負である。 
(C) 線分 AB の長さを AB で表すとき， 1OQOP = を満たす。 

P が l上を動くとき，Q の軌跡を求めよ。 

解法 1：ベクトルで解く 

( )y,1OP = ， ( )　YX ,OQ = ( )0<X とすると， 

1OQOP = より，点 Q は原点を通らない。すなわち ( ) ( )0,0, ¹YX  

( )

OQ
OQ

1

OQ
OQ

OQOP

OQ

OQ

OQ

OQ
OP

OQOP
OQ

OQOP

OP

OPOPOP

2

2

-=

-=

×-=

-=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-×-=

×=

　　

　　

　　

　　　　　　 k

 

より， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Y
X

YXy 22
11

，ただし ( ) ( )0,0, ¹YX  

22
1

YX
X
+

-=\  

( )YX , を ( )yx, に書き改め，上式を整理することにより， 

点 Q の軌跡は， 

4
1

2
1 2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yx ，ただし ( ) ( )0,0, ¹yx  

と表せる。 

 



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

24 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

P 1, y( )  

Q X, Y( )  

1 
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x

y

O

P

Q

1 - 1
2 
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解法 2：パラメータ（媒介変数）を使って解く 
P ( )t,1 ，Q ( )YX , ( )0<X とおくと， 

 21OP t+= ， 22OQ YX +=  

 条件より， 1OQOP =× だから， 11 222 =++ YXt  

( )( ) 11 222 =++\ YXt  ・・・① 

 Q は直線 OP，すなわち txy = 上の点だから， tXY =  

 
X
Yt =\ ( )0<X  ・・・② 

 ①，②より， 

 ( ) 11 22
2

=+
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ+ YX
X
Y  

( ) 122
2

22
=+

+
\ YX

X
YX  

1
22
=

+
\

X
YX  

0<X より， XX -=  

よって， 1
22
=

-
+
X
YX  

( )YX , を ( )yx, に書き改め，上式を整理することにより， 

点 Q の軌跡は， 

4
1

2
1 2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yx ，ただし ( ) ( )0,0, ¹yx  

と表せる。 
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例題 16 通過範囲 
（ロ） 

(2) 

(1)より， 0422 =-- ytxt  

 tは実数だから，判別式をDとすると， 04
4

2 ³+= yxD  

 よって， 2

4
1 xy -³ ・・・① 

 0³t より， 0422 =-- ytxt の解は 0³t に少なくとも 1 つの解をもたなければならない。 

 これは，2 つの解がいずれも 0<t となることの否定と同値である。 

 2 つの解がいずれも 0<t （負）となるのは， 
 解を ba , とすると，解と係数の関係より， 02 <=+ xba かつ 04 >-= yab  

 すなわち 0<x かつ 0<y の場合であり， 

 この否定は 0³x ・・・②または 0³y ・・・③ 

 となる。 

 よって，満たすべき条件は， 
 ( )③②①  より，下図のようになる。 

 

 

 
 

x

y

O

2

4
1 xy -=  
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例題 19 2 変数関数への応用／図形量と見る 
補足 

( )
ax
byxf

-
-

= 型や ( )
axr
bxrxf

-
-

=
cos
sin

型の関数は図形としてとらえることも重要である。 

( )
axr
bxrxf

-
-

=
cos
sin

型の関数について 

( )ba,A ， ( )xrxr sin,cosP とおくと， 

点 A は定点，点 P は半径 r の円周上の点を表す。 
したがって， ( )xf は点 A から半径 r の円周上の点 P に引いた直線の傾きを表す。 

この方法は，図形と方程式の問題や微分の問題の解説でよく別解として紹介される有名

なテクニックなので覚えておくのが望ましい。 

 
 

x

y

O

r

x 

P

rcosx

A

rsinx

a

b
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例題 

関数 ( )
x

xxf
cos3

sin
+

= の最大値と最小値を求めよ。（日本女子大 理） 

解 
( )0,3A - ， ( )xx sin,cosP とおくと，関数 ( )xf は直線 AP の傾きを表す。 

よって，下図より， ( )xf が最大または最小となるのは， 

∠P＝90°の直角三角形 AOP ができるときである。 
( )xf が最大のとき，直角三角形 AOP の点 P は第 3 象限にあり， 

AP の傾き，すなわち ( )xf の最大値は，
22

1

OPOA

1
AP
OP

22
=

-
=  

同様にして，最小値は，
22

1
-  

 

 

x

y

O

1

P

A

P

-3
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例題 20 曲線の移動 
 点 ( )qp, を点 C と呼び，関数 ( )xfy = 上の任意の点を点 A ( )yx, ， 

点 A と点 ( )qp, に関して対称な点を点 B ( )YX . とすると， 

関数 ( )xfy = のグラフが点 C に関して対称であるためには， 

点 B が ( )XfY = を満たさなければならない。 

逆に点 A と点 C に関して対称な点 B が ( )XfY = を満たすならば， 

関数 ( )xfy = は点 C に関して対称である。 

よって， 
点 A と点 B が点 C に関して対称かつ ( )XfY = を満たす条件を求めればよい。 

点 A と点 B が点 C に関して対称であることより， AC2AB =  
よって， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

yq
xp

yY
xX

2  pxX 2+-=\  ・・・①、
2
yYq +

=  ・・・② 

( )XfY = ， ( )xfy = と②より， 

( ) ( )
2

xfXfq +
=  

これと①より， 

( ) ( )
2
2 xfpxfq ++-

=  

よって， 

( ) ( ) qpxfxf
=

+-+
2

2  

 

 

 

 

 

 

 


