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積分の面積への応用 

例題 2 放物線と 2 接線 
別解 

 ( ) 22 baxxxfy ++== ，P ( )( )aa f, ，Q ( )( )bb f, （a ， b は ba ¹ かつ 0 でない実数）， 
 点 P における接線を mxy = ，点 Q における接線を nxy = とすると， 

 ( ) ( )2a-=- xmxxf  ・・・① 

 ( ) ( )2b-=- xnxxf  ・・・② 

 ①－②より， 
 ( ) ( ) ( )( )bababa +-+--=+- xxnm 2  

 上の等式は任意の xについて成り立つから，両辺は恒等式の関係にある。 
 よって，定数項は ( )( )baba +-=0  

 これと ba ¹ より 0=+ ba  ba -=\  ・・・③ 

 また， ba ¹ かつ③より， ba << 0  ・・・④ 

 ここで， 

 ( )( ) ( ) ( )
33

3030 20

1
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a
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ù
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=-=-= òò

xdxxdxmxxfS  
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 これと③，④より， 

 
( )

333

333 bba
=

-
-=-  

 よって， 21 SS =  

 ゆえに， 1S ： 2S ＝1：1 
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放物線と 2 接線に囲まれた部分の面積について 
 

 
2 次関数 ( ) CBxAxxfy ++== 2 について， 
接点を P ( )( )pfp, とする接線の式を baxy +=  

接点を Q ( )( )qfq, とする接線の式を dcxy +=  

とすると， 

 接線の交点の x座標は dcxbax +=+ より，
ca
dbx

-
+-

=  ・・・① 

また， 

( ) ( ) ( )2pxAbaxxf -=+-  ・・・② 

( ) ( ) ( )2qxAdcxxf -=+-  ・・・③ 

 

P

Q

y = ax + b 

p, f p( )( )  

q, f q( )( )  

y = cx + d 

x = p + q
2  
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②－③より， 
 ( ) ( ) ( )( )qpqpAxqpAdbxca +-+--=+--- 2  

 等式は任意の xについて成り立つから， 
 ( )qpAca -=- 2 ， ( )( )qpqpAdb +-=+-  

よって，
2
qp

ca
db +
=

-
+-

 ・・・④ 

 ①，④より， 

 2 接線の交点の x座標は
2
qpx +

=  

（2 接線の交点の x座標は点 P の x座標と点 Q の x座標の中点である） 

 

( ) ( )

( )[ ] ( )[ ]
( ) ( )

( )3

33
2

323

2

22 2

12

8383

33

pqA

pqApqA
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dxqxAdxpxAS

q
qp
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p

q
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-=

-
×+

-
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-+-=
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 また， 

2
qpx +

= と ( )xfy = と baxy += で囲まれた部分の面積＝ ( )3
24

pqA
-  

2
qpx +

= と ( )xfy = と dcxy += で囲まれた部分の面積＝ ( )3
24

pqA
- より， 

2
qpx +

= は ( )xfy = と 2 接線で囲まれた部分の面積を 2 等分することがわかる。 
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例題 3 2 つの放物線の共通接線 
(1) 

解答は「接線問題は接点から」という解法の定石に基づいているが， 

常に通用するとは限らないので，オーソドックスな解法による別解も示す。 

別解 
共通接線を ( ) nmxxhy +== ， 

共通接線が ( )xfy = および ( )xgy = と接する点の x座標をそれぞれ p， qとすると， 

( )xf と ( )xg のいずれも 2x の係数が 1 だから， 

 ( ) ( ) ( )2pxnmxxf -=+-  ・・・① 

 ( ) ( ) ( )2qxnmxxg -=+-  ・・・② 

 と表せる。 

 よって，①－②より， 
 ( ) ( ) ( ) ( )( )qpqpxqpxgxf +-+--=- 2  

 これと ( ) ( ) ( ) 882107 22 +-=++-+-=- xxxxxxgxf より， 
( ) ( )( )qpqpxqpx +-+--=+- 288  

 この等式は任意の xについて成り立つから， 
 ( )qp --=- 28  ・・・③ 

 ( )( )qpqp +-=8  ・・・④ 

 ③，④より，
î
í
ì

=+
=-

2
4

qp
qp

 3=\ p ， 1-=q  

 3=p を①に代入（あるいは 1-=q を②に代入）することにより， 

 

( ) ( )
( )

1
96107

3
22

2

+-=
+--+-=

--=+

x
xxxx

xxfnmx

　　　　

　　　　  

 ( ) 1+-==\ xxhy  ・・・（答） 

(2) 

 ( )xfy = と ( )xgy = の交点の x座標は 2107 22 ++=+- xxxx を満たすから， 1=x  
 また， ( )xhy = と ( )xfy = ， ( )xhy = と ( )xgy = の接点の x座標は(1)よりそれぞれ， 

3=x ， 1-=x  

 また，①，②より， 

 ( ) ( ) ( )23-=- xxhxf ， ( ) ( ) ( )21+=- xxhxg  

 ( ) ( ) ( ) ( )
3
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3
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例題 4 放物線の形は一種 
別解 1：x1についての恒等式にもっていく。 

P1 ( )2
11 , xx ，P2 ( ) ( )( )112,342, 2

222
2

22 +-=+- xxxxx とおくと， 
接線の傾きが等しいことから， 442 21 -= xx  

1
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 直線 21PP 上の任意の点を Q ( )yx, ，原点を O とすると， 

 211 PPOPOQ k+= より， 
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( )( ) ( )( )22 1
2

1
2

11 --=--\ xxyxxx  

よって，任意の直線 P1P2を表す方程式は 

( ) ( ) 02222 1
2

11
2

1 =+---- xxxyxx  

すべての直線 P1P2 が定点を通るならば， 
定点の座標をこの方程式に代入したとき，この方程式は任意の実数 1x について成り立つ。 

換言すれば，左辺を 1x について整理してできた式 ( ) ( ) ( ) 0222 1
2

1 =----- yxxyxx は 

1x についての恒等式となる。 

このとき， 02 =-x かつ 02 =-y かつ 0=- yx より， 2== yx  

よって，直線 P1P2 は定点 ( )2,2 を通る。 
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別解 2：必要条件から入る 

P1 ( )2
11 , xx ，P2 ( ) ( )( )112,342, 2

222
2

22 +-=+- xxxxx とおくと， 
接線の傾きが等しいことから， 442 21 -= xx  

1
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÷
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 01 =x のとき 

  P1 ( )0,0 ，P2 ( )1,1 より，この 2 点を通る直線の方程式は xy =  ・・・① 

 21 =x のとき 

  P1 ( )4,2 ，P2 ( )3,2 より，この 2 点を通る直線の方程式は 2=x  ・・・② 

 よって，①と②の交点は ( )2,2 である。 

 したがって，すべての直線 P1P2 が定点を通るならば，その定点は ( )2,2 である。 

 そこで，任意の直線 P1P2 を表す方程式を求め，それが点 ( )2,2 を通るかを検証してみる。 

 まず任意の直線 P1P2 を表す方程式を求める。 
 直線 21PP 上の任意の点を Q ( )yx, ，原点を O とすると， 

 211 PPOPOQ k+= より， 
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11 --=--\ xxyxxx  

よって，任意の直線 P1P2を表す方程式は 

( ) ( ) 02222 1
2

11
2

1 =+---- xxxyxx  
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これを 1x について整理すると， 

( ) ( ) ( ) 0222 1
2

1 =----- yxxyxx  

となり， 
これに 2== yx を代入すると，この方程式は任意の 1x について成り立つ。 

よって，直線 P1P2 は定点 ( )2,2 を通る。 

 

2 次関数の相似比と相似中心 
実数係数の 2 次関数はすべて相似あるいは合同であり， 

たとえば， 2axy = と 2bxy = の相似比は ab
ba

:1:1
= である。 

ここで， 0>a ， 0>b の場合を考え，その相似比を求めてみる。 
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y = ax2  y = bx2  
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図より，△OABと△ 'BOA' の相似比が 2axy = と 2bxy = の相似比である。 
2axy = 上の任意の点を ( )YX, とすると， 
2XY a=  

両辺を
b
a
倍すると， 2

2
XY

b
a

b
a

=  

よって， 
2

XY ÷
ø
ö

ç
è
æ=
b
ab

b
a  

これは， ÷
ø
ö

ç
è
æ Y,X

b
a

b
a

が
2bxy = 上の点であることを示している。 

よって，図より， 

( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ= YX,Y',X'

b
a

b
a  

ゆえに， 

2axy = と
2bxy = の相似比は

b
a:1　 より ab :  

別解 1 

'A は， xy
X
Y

= と 2bxy = との交点より， 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
××=

2

2

X
Y1,

X
Y1Y',X'

bb
 

2XY a= より， X
X
X

X
Y 2

aa
== ， Y

Y
Y

X
Y 2

a

a

== だから， 

( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ= YX,Y',X'

b
a

b
a  

ゆえに， 

2axy = と
2bxy = の相似比は

b
a:1　 より ab :  
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対応する点の接線の傾きは等しい 

 2 次関数の相似だから，対応する点の接線の傾きは等しくて当然だが， 

 一応確かめてみよう。 
2axy = 上の点A における接線の傾きをmとすると， axy 2=¢ より， X2am =  

 2bxy = 上の点 'A における接線の傾きを 'm とすると， bxy 2=¢ より， 'X2' bm =  

 ここで， X'X
b
a

= だから， X2X2'X2' a
b
abbm =×==  

 よって， 'mm =  

別解 2 

△OABと△ 'BOA' において，対応する点の接線の傾きは等しいことを使うと， 
2axy = の点 A における接線の傾きは X2a  
2bxy = の点 'A における接線の傾きは 'X2b  

より， 'X2X2 ba =  

÷
ø
ö

ç
è
æ==\

Y
'Y

X
'X

b
a  

このことから， 2bxy = は， 2axy = を
b
a
倍に拡大したものであることがわかる。 

よって，
2axy = と

2bxy = の相似比は ab
b
a ::1 =　  
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( ) qpxay +-= 2
と ( ) tsxby +-= 2

の相似中心の求め方 

 
 

相似中心を C， ( ) qpxay +-= 2 と ( ) tsxby +-= 2 の頂点をそれぞれ A，B とすると， 

対応する点の接線の傾きは等しいから， 

頂点（接線の傾き 0）を結ぶ直線上に相似中心 C があり， 

( ) qpxay +-= 2
と ( ) tsxby +-= 2 の相似比が

ba
1:1
，すなわち ab : であることより， 

ab :BC:AC = ，すなわち相似中心 C は，線分 AB を ab : に外分する点である。 

よって， ÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

-
-

ba
btaq

ba
bsap ,C  

 

y = a x - p( ) 2 + q y = b x - s( ) 2 + t 

y = q - t
p - s x - p( ) + q 

y = k x - ap - bs
a - b( ) + aq - bt

a - b  

B ( )ts,  

A ( )qp,  

C ÷
ø

ö
ç
è

æ
-
-

-
-

ba
btaq

ba
bsap

,  

D 
E 

F 

G 
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相似中心を求めることでどんなことができるか？ 

ここで，相似中心 C を通る直線の傾きを k（ kは実数）とすると， 

直線の式は，
ba
btaq

ba
bsapxky

-
-

+÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

-=  

この直線と ( ) qpxay +-= 2
， ( ) tsxby +-= 2 との交点をそれぞれ E，D とすると， 

C は相似中心だから，△ACE∽△BCD 

対応する点の接線の傾きは等しいから， 

点 E における接線と点 D における接線の傾きは等しい。 

同様に，点 F における接線と点 G における接線の傾きは等しい。 

まとめ 

2 次関数の相似中心を通る任意の直線と 2 次関数との交点から， 

複数の 2 次関数において，接線の傾きが互いに等しい点を簡単に知ることができる。 

補足 1 

物理の放物運動の問題を解くとき，2 次関数の相似性を利用する解き方もある。 

参考：物理重要問題集を解いてみた 038 床や壁との斜めの衝突 
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補足 2 

外分点の公式の導き方 

AB を nm :  に外分する点を C とすると， 

nm :BC:AC = より， 

BCAC mn =  

( ) ( )OBOCOAOC -=- mn  

OBOCOAOC mmnn -=-  

( ) OAOBOC nmnm -=-  

よって， 

nm
nm

-
-

=
OAOBOC  

 

 

 

同様に， 

AB を nm :  に内分する点を D とすると， 

nm :DB:AD = より， 

DBAD mn =  

( ) ( )ODOBOAOD -=- mn  

ODOBOAOD mmnn -=-  

( ) OAOBOD nmnm +=+  

よって， 

nm
nm

+
+

=
OAOBOD  

 

 

 

 

 

 

 

 

A B C 

A B D 
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例題 5 放物線と幾何図形 
(2) 

別解 

 22 xmy = （ 0³x ， 0³y ）より， 2
11 y

m
x =  

 よって，下図赤色斜線部の面積＝
m

y
m

dyy
m

xdy
3
14

3
211

4

1

2
34

1
2
14

1
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
== òò  

 
m3

14
から緑色斜線部の面積を引くと，四角形 EFGH の面積の半分，すなわち

2
9
になるから， 

( )
2
9114

3
14

=´--\
m

 
45
28

=\m  

 

x

y

O

1

1 4

4

2
11 y

m
x =  
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(2)の別解の解説の解説 

 
 

 縦の長さが無限小の長方形の面積の総和と見なせば， 

個々の長方形の面積比は，横の長さの比＝
mm

xx 1:1: = より，
 m

1:1  

よって，その総和も
m
1:1 である。 

 すなわち =S ②
mm 3

141
=´  

 

 

 

x

y

O

1

1 4

4

x  

m
x  
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例題 7 3 次関数のグラフと接線 
(2) 

解説の解説 
 点 Q における接線の式を ( )xmy = とおくと， 

 方程式 ( ) 03 =- xmx の 3 解は gbb ,, であり， 

( ) 03 =- xmx の 2 次の係数は 0 だから，解と係数の関係より， 02 =+ gb  bg 2-=\  

よって， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )bbgb 2223 +-=--=- xxxxxmx  

( ){ }
( ) ( )ò

ò

-
+-=

-=\

b

b

b

g

bb
2

2

3
2

2 dxxx

dxxmxS

　　　

 

ここで， ( ) ( )ò- +-
b

b
bb

2

2 2 dxxx を ( ) ( )ò
-

+--
b

b
bb

2 2 2 dxxx と変形すると， 

(1)の ( ) ( )ò
-

+--
a

a
aa

2 2 2 dxxx のa を b に変えた式であることに気がつく。 

よって， 4
2 4

27 b=S  

 これと ab 2-= より， ( ) 1
44

2 16
4

27162
4

27 SS =×=-= aa  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

17 
 

例題 8 3 次関数のグラフと放物線 
(1) 
 点 A の x座標を t，点 A の接線を ( )xh とすると， 

 ( ) ( ) ( ) ( )pxtxxhxf --=- 2  

 ( ) ( ) ( )22 txxhxg --=-  

 と表せるから， 

 ( ) ( ) ( ) ( )22 +--=- pxtxxgxf  
 よって， ( ) ( ) 0=- xgxf は tを重解にもつ。 

 

例題 9 4 次関数のグラフと直線 
(1) 

解説の解説 

( ) ( ) 11
22 --= xxf より， ( )xf は 12 =x ，すなわち 1±=x のとき最小値 1- をとる。 

また， ( ) ( )222 -= xxxf より， 0=x で x軸と接し， 2±=x で x軸と交わる。 
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例題 12 面積の最大・最小（２） 
面積を一気に求める方法の解説の解説 

 

から 

 

を引くと， 

x

y

O 1 - k 1 + k 1 

x

y

O 1 - k 1 + k 1 

黒色斜線部は面積（正），赤色斜線部は面積× 1- （負） 
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赤色斜線部は面積× 1- （負）ができるので，これを黒色斜線部にするために， 

 
を 2 つ加えると， 

x

y

O 1 - k 1 + k 1 

x

y

O 1 - k 1 + k 1 
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 となる。 

x

y

O 1 - k 1 + k 1 


