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積分（体積）基本は，体積＝∫微小体積 ＝∫(適当な底面積×微小の高さ) 

例題 8 立体の回転体／切るタイミング 
解法のポイント 
 1．立体を xy平面に平行な平面で切ったときの切断面の頂点の座標を， 

原点を定点とする位置ベクトルの成分表示から求め， zで表す。 
 2．切断面を z軸のまわりに回転してできる平面の面積 ( )zS を求める。 

 3．体積を ( )ò
a

b
dzzS から求める。 
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四面体 OABC を底面 OAB に平行な平面で切ったときの切り口の図形について考える。 

切り口の頂点は辺 AC，BC，OC 上の点だから，それぞれの点を P，Q，R とすると， 

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

+=

s
s

s

s

2
1
1

2
1

0

0
1
1

ACOAOP

　　

　　  

よって，P ( )ss 2,1,1 -  ( )10 ££ s  ・・・① 
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 よって，Q ( )t2,0,1  ( )10 ££ t  ・・・② 
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 よって，R ( )uu 2,0,  ・・・③ 

①，②，③の z座標が等しいから， zuts === 222 ( )20 ££ z とおくと， 
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よって，四面体を z軸のまわりに回転したとき，切り口が描く面積を ( )zS とすると， 

図より， 
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よって，求める体積は， 

( ) ( )

p

p

p

2
2
12

2

2

0

2

2

0

2

0

=

úû
ù

êë
é -=

-= òò

　　　　

　　　　 zz

dzzdzzS

 

 

 

 

 

 

 

( )zS  



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

4 
 

例題 10 非回転体／円柱の一部 
(2)の説明 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

任意の xにおける断面は上図の赤色実線で囲まれた直角三角形である。 

この直角三角形の黄色で塗りつぶされた部分が高さ hの平面の上の部分の断面である。 
 赤色実線で囲まれた直角三角形の面積を ( )xS ， 

黄色で塗りつぶされた直角三角形の面積を ( )xs とすると， 

相似比から ( ) ( )xSxs
4
1

£ であるのは明らかであり， 

しかも，赤色実線で囲まれた直角三角形の高さ 223 xa - が ah
2
3

= 以下になったとき， 
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すなわち axa ££
2
3

のとき， ( ) 0=xs である。 

よって， ( ) ( ) ( ) '2
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補足 
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30 ££ において， 

赤色実線で囲まれた直角三角形と黄色で塗りつぶされた直角三角形の相似比は， 
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10 演習題 
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11 非回転体／2 つの立体の共通部分 
非回転体の体積を求める手順 
立体を xy平面に平行な平面， yz平面に平行な平面， zx平面に平行な平面の 

いずれか適当な平面で切る。 

そうすれば，切断面の面積が， 
xy平面に平行な平面で切った場合，変数を zとする関数，たとえば ( )zf で， 

yz平面に平行な平面で切った場合，変数を xとする関数，たとえば ( )xg で， 

zx平面に平行な平面で切った場合，変数を yとする関数，たとえば ( )yh で表せるので， 

体積を求める手続きが単純化され，効率的である。 

それが無理あるいは軸が与えられていないならば， 

軸を新たに設定し，上と同様の操作を行う。 

↓ 

         切断面の面積を求める。 

↓ 

積分し，体積を求める。 
 問題の場合は， yz平面に平行な平面で切った切断面の面積を， 

誘導上， xの関数 ( )xS とはせず， tx = とおき， ( )tS としている。 

 誘導なしならば， ( )xS で扱い， 

( )ò=
a

b
dxxSV とした方が解法の筋が理解されやすい気がする。 
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(1) 

 
平面a と平面 tx = が xy平面と交わる点の座標 

直線 AB の式： 1=+
a
y

a
x

より， ayx =+ ( )0=z  

よって，平面 tx = との交点の座標は， ( )0,, tat -  

平面a と平面 tx = が xz平面と交わる点の座標 

 直線 AC の式： 1=+
a
z

a
x

より， azx =+ ( )0=y  

よって，平面 tx = との交点の座標は， ( )tat -,0,  
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補足：知っておくと便利 

 x 軸切片が a，y 軸切片が b の直線の方程式 

1=+
b
y

a
x

（ aとbは 0 でない実数） 

  証明 

   A ( )0,a ，B ( )b.0 を通る直線の方程式は， bx
a
by +-=  

byx
a
b

=+\  

   1=+\
b
y

a
x  

   あるいは， 

   A ( )0,a ，B ( )b.0 とすると， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=

b
a

AB より，その法線ベクトルの 1 つは ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
a
b

である。 

   よって，直線 AB は caybx =+ と表せる。 

   これが点 A ( )0,a を通ることより， cba =+ 0  

   よって， abaybx =+  1=+\
b
y

a
x  

 x 軸切片が a，y 軸切片が b，z 軸切片が c の平面の方程式 

1=++
c
z

b
y

a
x

（ cba ,, は 0 でない実数） 

  証明 
   A ( )0,0,a ，B ( )0,.0 b ，C ( )c,0,0 を通る平面の方程式を srzqypx =++ とすると， 

   srcqbpa === より，
c
sr

b
sq

a
sp === ,,  1=++\

c
z

b
y

a
x  

 参考 

  数学小ネタの部屋 http://www.toitemita.sakura.ne.jp/suugakukoneta.html 

平面図形・図形と式・ベクトル「切片と直線の方程式・平面の方程式」 
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(2) 
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裏から見たとき 
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平面 tx = で切る。 
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立体M は平面αに関して原点を含む側にあるから， 

平面 tx = の平面αに関して原点を含む部分による切断面を考えればよい。 

平面 x = t の平面αに関して原点を含む側にある部分について 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

平面 tx = の平面a に関して原点を含む側にある部分 
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x軸方向から見た平面 tx = の平面a に関して原点を含む側の部分・・・① 
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平面 tx = の平面a に関して原点を含む側にある部分 
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半径 r の半円柱の x = t による切り口について 
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z軸方向から xy平面を見下ろした図 
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x軸方向から見た平面 tx = による半円柱の切断面 ・・・② 
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M の平面 tx = （ rt ££0 ）による切り口は，①かつ②を満たす部分， 

すなわち，下図の黒色実線で囲まれた台形領域である。 

この領域内の黄色の三角形と領域外の青色の三角形の面積が等しいから， 

この台形領域の面積と高さ ta - ，横の長さ 222 tr - の長方形の面積が等しい。 

よって， ( ) ( ) 222 trtatS --=  ・・・（答） 

y

z

O

z = a - t 

 
 

 

 

 

 

22 tr -  22 tr --  



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

20 
 

( )

( )

òò
ò
ò

---=

--=

=

rr

r

r

dttrtdttra

dttrta

dttSV

0

22

0

22

0

22

0

22

2

　　

　　  

ここで， 

ò -
r

dttr
0

22 について 

ò -
r

dttr
0

22 は半径 rの円の中心角 90°の扇形部分の面積を表しているから， 

2

0

22

4
1 rdttr

r
p=-ò  

 ò -
r

dttrt
0

22 について 

  
( ) ( ) ( )

22

2
1

2222
3

22

3

2
3

trt

trttr

--=

-×
¢

-×=
¢

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-

　　　　　　　

 

より， 

  ( )
¢

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

--=- 2
3

2222

3
1 trtrt  

  よって， 

( )

3

0

2
3

22

0

22

3
1

3
1

r

trdttrt
r

r

=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
--=-ò

　　　　　　　

 

よって， 3
2

3
2

2
rarV -=

p
 ・・・（答） 

 

 

 

 

 

 

 



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

21 
 

11 演習題 
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立体 K を平面 x =t で切った切断面について 
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x

y

O

x = t 
0 ≤ t ≤ 3√( )  

2 3√  3√  

3 

3√ t 

x = t 
3√ ≤ t ≤ 2 3√( )  

- 3√ t + 6 

 
 

立体Kを平面 tx = （ 30 ££ t ）で切ったときの切断面の横幅は t3 で， 

立体Kを平面 tx = （ 30 ££ t ）で切ったときの切断面の横幅は 63 +- t で表される。 
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立体 Kの平面 tx = による切断面 ・・・① 

y

z

O

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

切断面の横幅 

30 ££ t のとき， t3  

323 ££ t のとき， 63 +- t  
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立体 L を平面 x =t で切った切断面について 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

平面 tx =  

立体 L  

切断面の縦幅 
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立体 Lの平面 tx = による切断面 ・・・② 
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切断面①と切断面②を重ね合わせると， 
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よって，重ね合わさった部分の面積は， 

30 ££ t のとき， ( )tttttt 322342
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323 ££ t のとき， ( ) ( )22 32224382
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 ゆえに，立体Kと立体 Lの共通部分の体積は， 
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