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空間のベクトル 

例題 6 法線ベクトル 
(3) 

別解 

D ( )zyx ,, とすると，
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D は正四面体の頂点だから， 
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例題 9 折れ線の長さの最小値 
別解 

(1) 
線分 PP’の中点を M ( )zyx mmm ,, とすると， 

M は平面α上の点より， 0AM =× n  
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nk=PM （ kは 0 でない実数）より， 
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(2) 
 QP'QXXP'QXPX ³+=+ より， 

X が平面αと線分 P’Q の交点のとき等号が成立する。 

すなわち QXPX + が最小となる。 

そこでこの交点を ( )zyx ,,X 0 とすると， 

 ( )zyx ,,X 0 は線分 P’Q 上の点であり，
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 点 Q を通る方向ベクトル
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の直線上の点である。 

 よって，実数 tを用いて，
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 ( )63,2,12X 0 --\ ttt  ・・・③ 

 また， ( )zyx ,,X 0 は平面α上の点だから， 

 0AX 0 =× n  
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 これを③に代入すると， ( )3,2,1X 0 -=  
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例題 10 四面体の体積 
(1) 

別解 
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別解 

 平面 OAB 上の点を Q ( )zyx ,, とすると， 0BQ =× n より， 0
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 よって，平面 OAB の方程式は 0=+ zx （ yは任意の実数） 

 したがって，平面 OAB と点 C の距離は， 2
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例題 11 座標空間における球 
(1) 

力技で解いてみる。 
P ( )zyx ,, とおくと， 
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 よって，点 P は点 ÷
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の球面上を動く。 

 したがって，定点 Q の座標は ÷
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と推測され，これが平面 ABC の点であればよい。 

 そこで，次に平面 ABC の式を求める。 
 平面 ABC の式を 0=+++ dczbyax とすると， 

 点 A，B，C を通ることから， 
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(2) 

△ABC の面積を外積を使って求める。（検算用） 

xyz直交座標系において，
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外積（ベクトル積）の活用（面積，法線ベクトル，平面の方程式） 
 3 次元空間の 2 つのベクトルの積が 1 つのベクトルを与えるようなベクトルの掛け算。 

ベクトルの積がベクトルを与えることからベクトル積とも呼ばれる。 

これに対し内積は符号と大きさをもつ量（スカラー量）を与えるので， 

スカラー積とも呼ばれる。 

外積を使うと，平行四辺形や三角形の面積，法線ベクトル，平面の方程式が 

楽に求められる場合がある。 

外積の表し方 

A

と Bの外積は， BA


´ あるいは AB


´ で与えられる。 

外積の向き 

たとえば， BA


´ の向きは， 

右ねじの平らな頭に固定されたA

を，その向きがB


の向きと一致するように， 

ねじ先の進む向きに回転したときのねじ先の進む向きである。 

したがって， BA


´ はA

とB


がつくる平面に対して垂直である。 
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 補足 1 

中学で学習したフレミング左手の法則（電・磁・力）と関連付けると覚えやすい。

電磁力は電流と磁界の外積で表される。

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

補足 2 

有向線分とベクトル 

  有向線分：矢印の位置，向き，大きさ（長さ）で定義される。

       したがって，同一有向線分であるためには，

有向線分どうしがぴったりと重なり合わなければならない。

  ベクトル：矢印の向き，大きさ（長さ）で定義される。

したがって，同一ベクトルであるためには，

向きと大きささえ同じであればよい。

 補足 3 

http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%81%AD%E3%81%98
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中学で学習したフレミング左手の法則（電・磁・力）と関連付けると覚えやすい。

電磁力は電流と磁界の外積で表される。 

有向線分：矢印の位置，向き，大きさ（長さ）で定義される。 

したがって，同一有向線分であるためには， 

分どうしがぴったりと重なり合わなければならない。

ベクトル：矢印の向き，大きさ（長さ）で定義される。 

したがって，同一ベクトルであるためには， 

向きと大きささえ同じであればよい。 

 

http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%81%AD%E3%81%98 

磁 B


 

電 Il

（ lは導線の長さ）

右ねじの回転の向き 

電磁力 BIlF


´=  

http://toitemita.sakura.ne.jp 

中学で学習したフレミング左手の法則（電・磁・力）と関連付けると覚えやすい。 

分どうしがぴったりと重なり合わなければならない。 

は導線の長さ） 
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外積の大きさ 

A

とB


の外積の大きさ，すなわち BA


´ の大きさは， BA


´  と表し， 

それは，A

とB


がつくる平行四辺形の面積と等しい。 

 

 

 

 

 

 

 以上より， 

 ABBA


´-=´ ， qsinBAABBA


=´=´  

 補足 

  電磁力は外積そのものであるが， 

外積の大きさをイメージするだけなら「てこの原理」の方がわかりやすいと思う。 

力点から支点までのベクトルを l

，力を F


とすると， 

作用点の物体の動かしやすさの指標は， qsinlF


で表せる。 

  これは， F

と l


がつくる平行四辺形の面積の大きさに等しい。 
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外積の演算規則（外積の成分表示の準備として） 

ABBA


´-=´  

kk ´=´ AA


（ kは実数） 
 ( ) CBCACBA


´+´=´+  

補足 

( ) CBCACBA


´+´=´+ が成り立つことを示す。 

 C

と垂直な平面へのA


の射影を 'A


，B


の射影を 'B


とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  下図より， C'ACA


´=´  

また，A

， 'A

，C

は同一平面上のベクトルかつA


と 'A


はC


について同じ側にあるから， 

CA


´ の向きと C'A


´ の向きは同じである。よって， C'ACA


´=´  
 同様に， C'BCB


´=´  

よって， C'BC'ACBCA


´+´=´+´  ・・・① 
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  また， C'A
2

sinC'AC'A


==´
p

より， C'B
2

sinC'BC'B


==´
p

より， 

C'A


´ は， 'A

を

2
p
回転し， C


倍したものである。 ・・・② 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

同様に， 

C'B


´ は， 'B

を

2
p
回転し， C


倍したものである。 ・・・③ 

よって， 

C'A


´ と C'B


´ がつくる平行四辺形の対角線， C'BC'A


´+´ は，図 1 のようになる。 
また，②，③より， 

C'A


´ と C'B


´ がつくる平行四辺形と 'A

と 'B


がつくる平行四辺形は， 

相似比＝ C

：1 の関係にあることがわかる。 

したがって， C'A


´ と C'B


´ がつくる平行四辺形の対角線の長さも 

'A

と 'B


がつくる平行四辺形の対角線の長さの C


倍である。 

すなわち BACC'BC'A


+×=´+´  ・・・④ 

また，図 1 より， C'BC'A


´+´ も B'A


+ を
2
p

回転したものである ・・・⑤ 
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図 1 

一方， ( ) CBA


´+ についても， C'ACA


´=´ を示した場合と同様にすると， 

( ) ( ) C'B'ACBA


´+=´+  ・・・⑥ が成り立つことがわかる。 

また， ( ) C'B'A


´+ は， 'A

と 'B


がつくる平行四辺形の対角線 'B'A


+ を

2
p
回転し， 

C

倍したものである。（図 2） ・・・⑦ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 

④，⑤，⑦より， ( ) C'BC'AC'B'A


´+´=´+  ・・・⑧ 

①，⑥，⑧より， ( ) CBCACBA


´+´=´+  

'A


 

'B


 

C


 

C'A


´  

C'B


´  

C'BC'A


´+´  

'A


 

'B


 

C


 

C'B


´  

( ) C'B'A


´+  

'B'A


+  

は，C

の向きが紙面に垂直手前であることを意味する記号。 

つまり，図は 'A

と 'B


がつくる平面を，その真上から見たものである。 

'B'A


+  
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外積の成分表示 

xyz直交座標系において，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

a
a
a

A


，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

b
b
b

B


，
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

0
0
1

i


，
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

0
1
0

j


，
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

1
0
0

k


とすると， 

kajaia

aaa

a
a
a

zyx

zyx

z

y

x





++=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

　　

　　

1
0
0

0
1
0

0
0
1

A

 

同様に， 

kbjbib zyx


++=B  

( )( )kbjbibkajaia zyxzyx


++++=´BA  

演算規則 kk ´=´ AA


（ kは実数）および ( ) CBCACBA


´+´=´+ より， 

( )( )

kkbajkbaikba

kjbajjbaijba

kibajibaiibakbjbibkajaia

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxxzyxzyx







´+´+´+

´+´+´+

´+´+´=++++

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　  

 

 

 

 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )kbabajbabaibaba

ibajba

ibakba

jbakba

xyyxzxxzyzzy

yzxz

zyxy

zxyx









-+-+-=

+-++

++-+

-++=

0

0

0

　

　
 

よって，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

-

=´

xyyx

zxxz

yzzy

baba
baba
baba

BA


 

 

 

i


 

k


 
j


 

左図より， 

kji


=´ ， kij


-=´  

ikj


=´ ， ijk


-=´  

jik


=´ ， jki


-=´  

0


=´ ii ， 0


=´ jj ， 0


=´ kk  
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外積の成分表示の簡単な求め方 

その 1 

 

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

a
a
a

A


，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

b
b
b

B


を 

xx

zz

yy

xx

ba
ba
ba
ba

 と並べる。 

 BA


´ の x成分 

赤枠の成分のクロス掛けの差 yzzy baba - が BA


´ の x成分となる。 

xx

zz

yy

xx

ba
ba
ba
ba

  

 BA


´ の y成分 

赤枠の成分のクロス掛けの差 zxxz baba - が BA


´ の y成分となる。 

xx

zz

yy

xx

ba
ba
ba
ba

   

 BA


´ の z成分 

赤枠の成分のクロス掛けの差 xyyx baba - が BA


´ の z成分となる。 

xx

zz

yy

xx

ba
ba
ba
ba

   

以上より， 

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

-

=´

xyyx

zxxz

yzzy

baba
baba
baba

BA

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その 2：行列式の活用 

 n次の正方行列の成分をある規則に従い計算処理したのが行列式である。 
 行列 A の行列式は A あるいは Adet と表す。 

  ( )a=A ならば， aa ==A である。 

  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

dc
ba

A ならば， bcad
dc
ba

-==A である。 

  
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

ihg
fed
cba

A ならば， cegbdiafhcdhbfgaei
ihg
fed
cba

---++==A （サラスの公式） 

  4 次以上の正方行列は，余因子というものを活用して，帰納的に求めることができる。 

 補足：3 次正方行列の行列式（サラスの公式）の覚え方 

  同色で囲まれた文字の積の和をとる。 

  右下 

 

ihg
fed
cba

  chdbfgaei ++  ・・・① 

  左下 

 

ihg
fed
cba

  cegbdiahf ++  ・・・② 

 ①－②より， ( )cegbdiahfchdbfgaei ++-++  

BA


´ のサラスの公式を利用した求め方。 

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

a
a
a

A


，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

b
b
b

B


，単位ベクトルの和

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

=

k

j
i







を

zyx

zyx

bbb
aaa
kji


と配置すると， 

サラスの公式より， 

( ) ( ) ( ) BA


´=-+-+- kbabajbabaibaba xyyxzxxzyzzy となり， BA


´ が求められる。 
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外積の応用 

1．2 つの空間ベクトルがつくる平行四辺形または三角形の面積を求める場合 

 外積の定義より， BA


´ はA

とB


がつくる平行四辺形の面積と等しい。 

 したがって， BA
2
1 

´ とすれば，A

とB


がつくる三角形の面積と等しくなる。 

 例 
 O ( )0,0,0 ，A ( )zyx aaa ,, ，B ( )zyx bbb ,, を頂点とする三角形 OAB の面積について 

  ふつうに求める場合 

   書く手間を少なくする目的で a=OA ， b


=OB とおくと，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

a
a
a

a

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

b
b
b

b


 

   

( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )222

2222222

222

2
1
2
1
2
1AOB

xyyxzxxzyzzy

zzyyxxzyxzyx

babababababa

babababbbaaa

baba

-+-+-=

++-++++=

×-=D\

　　　　

　　　　



 

  外積から求める場合 

   

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

-

=´

xyyx

zxxz

yzzy

baba
baba
baba

ba


より， 

( ) ( ) ( )222

2
1

2
1AOB

xyyxzxxzyzzy babababababa

ba

-+-+-=

´=D

　　　　



 

2．2 つの空間ベクトルがつくる平面に垂直なベクトル（法線ベクトル）を求める場合 

 外積の定義より， BA


´ はA

とB


がつくる平面に垂直である。 

 例 
 O ( )0,0,0 ，A ( )zyx aaa ,, ，B ( )zyx bbb ,, を含む平面に垂直なベクトル（法線ベクトル）は， 

  

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

a
a
a

OA ，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

b
b
b

OB より，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

-

=´

xyyx

zxxz

yzzy

baba
baba
baba

OBOA  
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3．2 つの空間ベクトルがつくる平面の方程式 

平面の方程式について 

法線ベクトル
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=
c
b
a

とし，点 P ( )gba ,, を含む平面上の任意の点を ( )zyx ,, とすると， 

0=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

×
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

g
b
a

z
y
x

c
b
a

より， ( ) ( ) ( ) 0=-+-+- gba zcybxa  

 よって，この平面の方程式は， ( ) ( ) ( ) 0=-+-+- gba zcybxa  

外積と平面の方程式 

 平面上の互いに独立な 2 つのベクトルの外積は，その平面の法線ベクトルだから， 

 外積から平面の方程式が求められる。 

 例 
 O ( )0,0,0 ，A ( )zyx aaa ,, ，B ( )zyx bbb ,, を含む平面の法線ベクトルは， 

  

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

a
a
a

OA ，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

=

z

y

x

b
b
b

OB より，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
-

-

=´

xyyx

zxxz

yzzy

baba
baba
baba

OBOA だから， 

  平面の方程式は， 
  ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0=--+--+-- zxyyxyzxxzxyzzy azbabaaybabaaxbaba  

4．四面体の体積 

 四面体 ABCD のベクトルを下図のようにとると， 

四面体 ABCD の体積＝
( )

6
ADACAB ×´  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B 

C 

D 
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 証明 

△ABC を底面とする四面体 ABCD の高さを AH とすると， 

四面体 ABCD の体積＝
3
1
×△ABC の面積×高さ AH ・・・① 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

△ABC の面積について 

△ABC の面積 ACAB
2
1

´=  ・・・② 

  高さ AH について 

   

AD
AH

AH

AH

ADAH

AH

DAHcosADAH

DAHcosAD
AH

AH

DAHcosADAH

×=

×
=

Ð
=

Ð=

Ð=

　　　

　　　

　　　

　　　

 

 

 

A 

B 

C 

D H 
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   ここで， 

AH の単位ベクトル
AH

AH
と 

ACAB´ の単位ベクトル
ACAB

ACAB

´

´
は同一ベクトルだから， 

ACAB

ACAB

AH

AH

´

´
= より， AD

ACAB

ACABAD
AH

AH
×

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

´

´
=×

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
 

よって， 

AD
ACAB

ACABAH ×
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

´

´
=  ・・・③ 

①，②，③より， 

四面体 ABCD の体積は， 

  
( )

6
ADACABAD

ACAB

ACABACAB
2
1

3
1 ×´

=
ï
þ

ï
ý

ü

ï
î

ï
í

ì

×
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

´

´
×´× と表せる。 

  これを成分表示で表してみる。・・・ 

面倒なので自分でしてください。 

 

 

 

 

 

 

 

 


