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数列 

 自然数あるいは整数を定義域とする関数 

要点の整理 5・3 例 6°補充 
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例題 1 等差数列 
公式どおりにやると 

（イ） 
 ( ) ( ) 9642 111 =++++ dadaa より， 9663 1 =+ da  ・・・① 

( ) ( ) ( ) 69654 111 =+++++ dadada より， 69153 1 =+ da  ・・・② 

①，②より， 
381 =a ， 3-=d  ・・・（答） 

あるいは， 

 等差数列の和＝項の値の平均値×項数＝
2

初項の値＋末項の値
×項数 

より， 

963
2

51 =´
+ aa

 6451 =+\ aa  6442 1 =+\ da ・・・③ 

693
2

75 =´
+ aa

 4675 =+\ aa  46102 1 =+\ da ・・・④ 

③，④より， 
381 =a ， 3-=d  ・・・（答） 

（ロ） 

 等差数列の和＝項の値の平均値×項数＝
2

初項の値＋末項の値
×項数 

 より， 

 205
2

51 =´
+ aa

 851 =+\ aa  842 1 =+\ da  421 =+\ da  ・・・⑤ 

 105
2

73 -=´
+ aa

 473 -=+\ aa  482 1 -=+\ da  241 -=+\ da  ・・・⑥ 

 ⑤，⑥より， 
 101 =a ， 3-=d  ・・・（答） 
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例題 3 等比数列とその和 

等比数列の第 x項から第 y項までの和＝
11
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-
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r
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r
aa xyyx

を使うと楽 

（ロ） 
等比数列の初項を a，公比を r ( )1¹r とすると， 
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1
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 これと 
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 より，
4
51

4
9

=-=nr  ・・・① 

 第 ( )12 +n 項から第 n3 項までの和を xとすると，
1
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 よって， ( )236 nrx ×=  ・・・② 

 ①，②より，
4

225
4
536

2

=÷
ø
ö

ç
è
æ×=x  ・・・（答） 
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テキスト別解の解説 

一般に， 
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n とおくと， 
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1

 

よって， 

 ( ) ( )pn
npnnp rSSS =-+1  

 したがって， 

 n
nnn rSSS ×=-2  

( )223
n

nnn rSSS ×=-  

( )334
n

nnn rSSS ×=-  

問題の場合 

 n
nnn rSSS ×=-2 ， 36=nS ， 812 =nS より， nr×=- 363681  

4
5

36
45

==\ nr  

 よって， ( )
4

225
4
536

2
2

23 =÷
ø
ö

ç
è
æ×=×=- n

nnn rSSS  ・・・（答） 
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（ハ） 

等比数列の第 x項から第 y項までの和＝
11
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を使うと楽 
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等比数列の和の公式とその導き方 

等比数列 1-= n
n ara の初項から第n項までの和を nS とすると， 

r
aaS n
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-
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1
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導き方 1：階差数列を利用 
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導き方 2：級数（数列の和）を利用 

( ) ( )
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

 

r
aa

S n
n -

-
= +

1
11 は，

( )
r
raS
n

n -
-

=
1
1

より使い勝手が良い 

r
aaS n

n -
-

= +

1
11 が意味するのは， 

「等比数列の第 1 項から第 n項までの和は，
( )
r
n

-
+-

1
11 項の値第項の値第

で与えられる」 

ということだから， 

等比数列の第 x項から第 y項までの和を求める際に，即座に
r
aa yx

-

- +

1
1
と反応できる。 

実際，第 x項から第 y項までの和は， 
「初項から第 y項までの和 yS －初項から第 ( )1-x 項までの和 1-xS 」だから， 

それで確かめてみると， 

( )

r
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r
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xy

-

-
=

-
-

-
-

-
=

-

-
-

-

-
=-

+

+

+-+
-

1

11

11

1

111

11111
1

　　　　　

　　　　　  

( )
r
raS
n

n -
-

=
1
1

の公式の場合， 

nr-1 の 1 は，第 1 項の 10 =r の意味であるが，その意味が見えにくくなっているため，

上のように，即座に反応しにくい。 

 
( )

r
rraS
n

n -
-

=
1

0
としても，つらいかな・・・。 
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例題 4 差の形に直して和を求める 
（ロ） 

( )( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }
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例題 5 群数列 

(1) 

補足 

 24 から 18 までの間の数＝ 61824 =-  

よって，18 は 24 から数えて 716 =+  
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例題 6 数を並べる 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 第 1 群{ }9,,3,2   

 第 2 群{ }25,,11,10   

 第 3 群{ }49,,27,26   

  

 第 k群 ( ) ( ) ( ){ }222 12,,212,112 ++-+- kkk   

 第 1+k 群 ( ) ( ) ( ){ }222 32,,212,112 +++++ kkk   

 の群数列で考えると， 

 第 k群の項数＝ ( ) ( ){ } kkk 8111212 22 =++--+  

 第 k群の 1 辺の項数＝ 12 +k  

 座標 ( )kk -, の数＝ ( )212 +k  

 

  

 

( )212 +k  

( )232 +k  

( ) 112 2 ++k  

第 k群 

第 1+k 群 

( ) 112 2 +-k  

1 辺の要素の数 12 +k  

n群 

n群 
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(1) 

第 500 番目の数は 500 である。 

500 が第 k群の数とすると， 

( ) ( )22 1250012 +£<- kk より， 1251012 +£<- kk  11=\k  

第 k群の末項は ( ) 5291112 2 =+× で，その座標は ( )11,11 -  

1 辺あたりの項数は 231112 =+× だから， 
座標 ( )11,11 -- の数は 529 から左方向に 23 番目の数より， 507123529 =+-  

500 は 507 より上方向に 7 番目の数だから，その座標は ( )4,11 --  ・・・（答） 

(2) 
 kx の座標を kX とすると， 

 ( )0,11X ， ( )1,22X ， ( )2,33X ，， ( )1, -kkX k  

 第 k群の初項は ( ) 112 2 +-k で，その座標は ( )1, +-kk だから， 

 kx は， ( ) 112 2 +-k より， ( ) ( ) 2211 -=+--- kkk 大きい。 

 よって， ( ){ } kkkkxk 4422112 22 -=-++-=   

kを nに書きかえることにより， nnxn 44 2 -=  ・・・（答） 
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例題 9 2 項間漸化式／ ( )nfpaa nn +=+1 型 
(1) 

テキスト別解について 

 数列 ( ) ( ) nnfnf 541 +=+ の特殊解を n
nb 5×= a とすると， 

 nnn 5545 1 +×=× + aa  
 これと与式の差をとると， 

 n
n

n
n aa 5445 1

1 ×-=×- +
+ aa  

 n
nn aa 541 ×+=\ + a  

 1=\a  

 よって， 

 ( )nn
n

n aa 545 1
1 -=- +
+  

 4
5
5 1

1 =
-

-
\

+
+

n
n

n
n

a
a

， 451 -=-a より， 

 数列{ }nna 5- は，初項 4- ，公比 4 の等比数列である。 

 よって， 1445 -×-=- nn
na  

 nn
na 45 -=\  

(2) 
 数列 ( ) ( ) 1231 -+=+ nnfnf の特殊解を ba += nbn とすると， 

 ( ) ( ) 1231 -++=++ nnn baba  

 これと与式の差をとると， 
 ( ) ( )baba +-=-+-+ nana nn 3311  

 baa 2231 -+-=\ + naa nn  0,1 =-=\ ba  

 よって， ( ) ( )nana nn +=+++ 311  

 
( )

3
11 =

+
++

\ +

na
na

n

n ， 211 =+a  

 これは，数列{ }nan + が，初項 2，公比 3 の等比数列であることを示している。 

 よって， 132 -×=+ n
n na  

 na n
n -×=\ -132  
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( )　nqpaa nn +=+1 （pは 0 でない定数）の一般項を求める方法 

1．特殊解とは 
( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 を満たす ( )nf はいくらでもある。 

初項が定義されていないため， 
( ) a=+=+ 11 , anqpaa nn 　　  

もあれば、 
( ) b=+=+ 11 , bnqpbb nn 　  

もあれば， 
( ) g=+=+ 11 , cnqpcc nn 　  

もあれば， 

  
と ( )nf の解はいくらでもある。 

これらの解のうちの 1 つの解を ( )nf の特殊解という。 

したがって，上記の数列{ } { } { }nnn cba ,, はそれぞれ数列 ( )nf の特殊解である。 

2． ( ) a=+=+ 11 , anqpaa nn 　　 を満たす数列{ }na の一般項を求める方法の原理 

  ( )　nqpaa nn +=+1  ・・・① 

漸化式 ( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 の特殊解の数列を{ }nb とすると， 

  ( )nqpbb nn +=+1  ・・・② 

②① - より， 
( )nnnn bapba -=- ++ 11   

p
ba
ba

nn

nn =
-
-

\ ++ 11  

これは，数列{ }nn ba - が公比 p，初項 11 ba - の等比数列であることを示している。 

よって， 

( )11
1 bapba n

nn -=- -  

ゆえに， 

( ) n
n

n bbapa +-= -
11

1  
尚，特殊解の数列{ }nb の一般項の表し方は，次に述べるように， 

( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 の ( )nq による。 
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3． ( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+ 1 の ( )nq と特殊解の数列{ }nb の一般項の表し方 

特殊解の数列{bn}の一般項の式の形は，q(n)と同じにすればよい。 
ⅰ） ( )nq が定数： ( ) ( ) cnpfnf +=+ 1 型 

{bn}の一般項： a=nb （a は定数） 

特殊解{ }nb は， cpbb nn +=+1 を満たすから， 

cp += aa  ( )1
1

¹
-

=\ p
p
c

　　a

 

 

あるいは， 
cpaa nn +=+1 と cp += aa の両辺の差をとると， 

( )aa -=-+ nn apa 1  ( )ppaa nn -+=\ + 11 a  

これと cpaa nn +=+1 との係数比較より， ( ) cp =-1a  

( )1
1

¹
-

=\ p
p

c
　　a  

特に， 1=p のとき， 

( ) ( ) ( ) ( ) cnfnfcnfnf =-+Û+=+ 11 より， ( )nf は公差 cの等差数列 

ⅱ） ( )nq が nについての 1 次式： ( ) ( ) dcnnpfnf ++=+ 1 型 

{bn}の一般項： 　ba += nbn （ ba , は定数） 

特殊解{ }nb は， dcnpbb nn ++=+1 を満たすから， 

( ) ( ) dcnnpn +++=++ baba 1  ( ) 0=-+-+--\ dpncp abbaa  

これは任意の nについて成り立つ。すなわち nについての恒等式である。 

よって，連立方程式
î
í
ì

=-+-
=--

0
0
dp

cp
abb

aa
から ba , を求めればよい。 

あるいは， 
dcnpaa nn ++=+1 と ( ) ( ) dcnnpn +++=++ baba 1 の両辺の差をとると， 

( ){ } ( )baba +-=++-+ nppana nn 11  ( ) bbaaa pnppaa nn -++-+=\ +1  

これと dcnpaa nn ++=+1 との係数比較より，
î
í
ì

=-+
=-

dp
cp
bba

aa
 

ⅲ） ( )nq が nの 2 次式： ( ) ( ) edncnnpfnf +++=+ 21  

{bn}の一般項： gba ++= nnbn
2  

特殊解{ }nb は， edncnpbb nn +++=+
2

1 を満たすから， 

( ) ( ) ( ) edncnnnpnn +++++=++++ 222 11 gbagba  

( ) ( ) 022 =--+++--++--\ epndpncp ggbabbaaa  

これは任意の nについて成り立つから， 

連立方程式
ï
î

ï
í

ì

=--++
=--+

=--

0
02

0

ep
dp

cp

ggba
bba

aa
から gba ,, を求めればよい。 
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あるいは， 

edncnpaa nn +++=+
2

1 と 

( ) ( ) ( ) edncnnnpnn +++++=++++ 222 11 gbagba の両辺の差をとると， 

( ) ( ) ( )gbagba ++-=-+-+-+ nnppanna nn
22

1 11  

( ) ( ) ggbabbaaa pnpnppaa nn -+++-++-+=\ + 22
1  

これと edncnpaa nn +++=+
2

1 との係数比較より，
ï
î

ï
í

ì

=-++
=-+

=-

ep
dp

cp

ggba
bba

aa
2  

ⅳ） ( )nq が ncq （ c は定数， pq ¹ ）： ( ) ( ) ncqnpfnf +=+ 1  

{bn}の一般項： n
n kqb = （ kは定数） 

特殊解 nb は， n
nn cqpbb +=+1 を満たすから， 

nnn cqpkqkq +=+1  ( ){ } 0=--\ cpqkqn  
これは任意の nについて成り立つから， ( ) 0=-- cpqk  

よって，
pq

ck
-

=  

あるいは， 
n

nn cqpaa +=+1 と nnn cqpkqkq +=+1 の両辺の差をとると， 

( ) n
nn

n
n

n
n

qpqkpaa

pkqpakqa

-+=\

-=-

+

+
+

1

1
1  

これと n
nn cqpaa +=+1 との係数比較より， 

pq
ck
-

=  

補足 

特殊解を使わないで解く方法 

( ) ( ) ncqnpfnf +=+1 の両辺を 1+np で割ると， 

( ) ( ) n

nn p
q

p
c

p
nf

p
nf

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=

+
+1

1  

( ) ( ) n

nn p
q

p
c

p
nf

p
nf

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=-

+
\

+1
1  

これは，数列

n

p
q

p
c

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
が数列

( )
np
nf

の階差数列であることを示している。 

よって， 

( ) ( ) å
-

=
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=

1

1

1 n

k

k

n p
q

p
c

p
f

p
nf

（計算が大変である） 
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ⅴ） ( )nq が ncp ： ( ) ( ) ncpnpfnf +=+ 1  

{bn}の一般項： n
n nkpb = （ kは定数） 

特殊解 nb は， n
nn cppbb +=+1 を満たすから， 

( ) nnn cppnkpkpn +=+ +11

 

( ) 0=-\ ckpp n  
これは任意の nについて成り立つから， 0=- ckp  

よって，
p
ck =  

あるいは， 
n

nn cppaa +=+1 と ( ) nnn cppnkpkpn +=+ +11 の両辺の差をとると， 

( ) n
n

n
n pnkppakpna -=+- +
+

1
1 1  

1
1

+
+ +=\ n

nn kppaa  

これと n
nn cppaa +=+1 との係数比較より，

p
ck =  

補足 

特殊解を使わないで解く方法 

( ) ( ) ncpnpfnf +=+1 の両辺を 1+np で割ると， 

( ) ( )
p
c

p
nf

p
nf

nn +=
+
+1

1  

( ) ( )
p
c

p
nf

p
nf

nn =-
+

\
+1

1  

これは，数列
( )
np
nf

が公差
p
c
，初項

( )
p
f 1

の等差数列であることを示している。 

よって，
( ) ( ) ( )

p
cn

p
f

p
nf
n 11

-+=  

( ) ( ) ( ){ }cnfpnf n 111 -+=\ -  

これは特に大変でもないので，特殊解を使うまでもない。 
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例題 

( ) { }の一般項を求めよ。で定まる数列　　　　　 n
n

nn anaaa ,3,2,123,5 11 =-== +  

 

解法 1．特殊解を使って解く方法 

漸化式 ( ) ( ) nnfnf 231 -=+ の特殊解を n
n kb 2×= とおくと， 

nnn kk 2232 1 -×=× +  
( ) 012 =-\ kn  

これは任意の nについて成り立つから， 1=k  

よって， 
nnn 2232 1 -×=+  

これと n
nn aa 231 -=+ の両辺の差をとると， 

( )
( )

( )
nn

n

nn
n

nn
n

n
n

n
n

n
n

n
n

a

a

aa

aa

aa

23

2253

232

232

2332

1
1

1

1
1

1
1

+=\

+-=\

-=-\

-=-\

×-=-

-

-

+
+

+
+

 

解法 2．特殊解を使わないで解く方法 

漸化式の両辺を 13 +n で割ると， 
n

n
n

n
n aa

÷
ø
ö

ç
è
æ-=+

+

3
2

3
1

33 1
1  

ここで，式を見やすくする目的で， 

n
n

n
ab
3

= とおくと，
n

nn bb ÷
ø
ö

ç
è
æ-=+ 3

2
3
1

1  

å
-

=

+

÷
ø
ö

ç
è
æ-=\

÷
ø
ö

ç
è
æ-=-\

1

1
1

1

3
2

3
1

3
2

3
1

n

k

k

n

n

nn

bb

bb
 

nn
n

n

n
n

n

n

n

n

a

a
b

a
b

23

3
21

33
21

3
21

3
21

3
2

3
1

3

1

1

+=\

÷
ø
ö

ç
è
æ+=«÷

ø
ö

ç
è
æ+=\

-

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ-

×-=\

-
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例題 10 一般項と総和 
(1) 

別解 
( )1211 +=+ ++ naS nn ， nnn SSa -= ++ 11 より， 

( )1211 +=-+ ++ nSSS nnn  

1
2
1

1 ++=\ + nSS nn  ・・・① 

ここで一般項が ba += nbn で表される数列{ }nb が 

1
2
1

1 ++=+ nbb nn  ・・・② を満たすとすると， 

( ) ( ) 1
2
11 +++=++ nnn baba より， 01

2
11

2
1

=-++÷
ø
ö

ç
è
æ - baa n  

これが任意の nについて成り立つから， 

01
2
1

=-a ， 01
2
1

=-+ ba  2,2 -==\ ba  22 -=\ nbn  ・・・③ 

①－②より， 

( ) ( )1111 2
1

2
1 bSbSbS

n

nnnn -÷
ø
ö

ç
è
æ=-=- ++  

( )1111 2
1 bSbS

n

nn -÷
ø
ö

ç
è
æ=-\ ++  

( ) 1111 2
1

++ +-÷
ø
ö

ç
è
æ=\ n

n

n bbSS  

ここで， 
naS nn 2=+ において， 1=n のとき， 11 aS = より， 22 1 =a  11 =\a  

また，③より， 01 =b ， ( ) nnbn 22121 =-+=+  

よって， 

nS
n

n 2
2
1

1 +÷
ø
ö

ç
è
æ=+  

( )

n

nn

nnn

nn

SSa

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-+÷
ø
ö

ç
è
æ-+÷

ø
ö

ç
è
æ=

-=\
-

++

2
12

12
2
12

2
1 1

11

　　　

　　　  

 よって，
1

2
12

-

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

n

na  
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例題 12 分数形の漸化式 
（ロ） 

別解 

tba nn += とおき，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形になるような tを求める。 

1
97

1 +
-

=+
n

n
n a

a
a に tba nn += を代入することにより， 

1
1
977

1
97

1
977

1

++

÷
ø
ö

ç
è
æ

+
-

-
+

+
-

=

++
-+

=++

tb

b
t
t

t
t

tb
tb

tb

n

n

n

n
n

　　　　

 

 これが，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形になるためには，
1
97

+
-

=
t
tt であればよい。 

よって， ( ) 0396 22 =-=+- ttt  3=\t  

よって，
4

4
1 +
=+

n

n
n b

b
b  

両辺の逆数をとると，
4
111

1
+=

+ nn bb
 

 3+= nn ba より， 3-= nn ab  

 よって，
4
1

3
1

3
1

1
+

-
=

-+ nn aa
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分数形の漸化式の一般解の求め方 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の一般項の求め方（入試問題では，誘導がついているのがふつうである） 

方法 1 

置き換えにより，分数漸化式の基本形
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 を得てから解く。 

求め方のしくみ 

xba nn += とおいて，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形になるような xの値を求める。 

↓ 

CBb
Ab

b
n

n
n +

=+1 を解く。 

 つまり， 

( )
sra
qpa

afaa
n

n
nn

f
n +

+
==¾®¾ +1  

↓置き換え 

( ) ( )
( ) sxbr

qxbp
xbfxbxb

n

n
nn

f
n ++

++
=+=+¾®¾+ +1  

↓適当な xの値を求める。 

( )
CBb

Ab
bgbb

n

n
nn

g
n +

==¾®¾ +1  

↓ 

CBb
Ab

b
n

n
n +

=+1 を解く。 

↓ 
 数列{ }na の一般項を求める。 

 

  補足 

a=x のとき，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 になるとすると， 

a-= nn ab より，
( )

( ) CaB
aA

a
n

n
n +-

-
=-+ a

a
a1 だから， 

これから直接数列{ }na の一般項を求めてもよい。 
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手順 
xba nn += とおくと， 

( )
( )

srxrb

b
srx
qrps

srx
qpx

srxrb
qpxpb
sxbr
qxbp

xb

n

n

n

n

n

n
n

++
+
-

+
+
+

=

++
++

=

++
++

=++

　　　　

　　　　

1

 

srxrb

b
srx
qrps

x
srx
qpxb

n

n

n ++
+
-

+÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
+

=\ +1  

   補足 

   
srxrb

Lb
K

srxrb
qpxpb

n

n

n

n

++
+=

++
++

とおくと， 

   
( ) ( )

srxrb
srxKbLrK

srxrb
Lb

K
n

n

n

n

++
+++

=
++

+ より， ( )î
í
ì

+=+
=+

qpxsrxK
pLrK

 

   
srx
qpxK

+
+

=\ ，
srx
qrpsL

+
-

=  

   

ここで， 0=-
+
+ x
srx
qpx

の解をa とすると，
srrb

b
sr
qrps

b
n

n

n ++
+
-

=+ a
a

1  

すなわち
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形にできる。 

よって，
nn bA

C
A
B

b
11

1
×+=

+

から数列{ }nb の一般項が得られ， 

さらに， a+= nn ba から，数列{ }na の一般項が求められる。 

重要補足 

方程式 0=-
+
+ x
srx
qpx

は， 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= と同じである。 

よって， 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換え，その解を求めればよい。 
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まとめ 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の特性方程式

srx
qpxx

+
+

= を解く。 

↓ 

特性方程式の実数解をa とすると， a+= nn ba とおき，
sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 に代入する。 

↓ 

 漸化式を
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形に変形する。 

 以後の処理も含めた分数漸化式の一般解の求め方は，以下の例を参照のこと 

例 1：特性方程式の解が重解の場合 

51 =a ，
3
165

1 -
-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

 解 

3
165

-
-

=
x
xx を解くと， 01682 =+- xx  4=\ x  

  4+= nn ba とおくと， 

  

( )
( )

( )

1
4

1
14

1
45

34
1645

41

+
+=

+
++

=

+
+

=

-+
-+

=++

n

n

n

nn

n

n

n

n
n

b
b
b

bb
b
b
b
b

b

　　　　

　　　　

　　　　

 

11 +
=\ +

n

n
n b

b
b  

111

1
+=\

+ nn bb
 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

nb
1

は，初項 1
4

11

11
=

-
=
ab

，公差 1 の等差数列である。 

( ) nn
bn

=×-+=\ 1111  

n
bn

1
=\  

414 +=+=\
n

ba nn  
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例 2：特性方程式の解が異なる 2 実数解の場合 

31 =a ，
5
8

1 +-
+-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

解 

 
5
8

+-
+-

=
x
xx を解くと， 0862 =+- xx  4,2=\x  

解法 1 
  2+= nn ba とおくと， 

( )
( )

( )

3
2

3
32

3
6

52
82

21

+-
+=

+-
++-

=

+-
+-

=

++-
++-

=++

n

n

n

nn

n

n

n

n
n

b
b
b

bb
b
b
b
b

b

　　　　

　　　　

　　　　

 

31 +-
=\ +

n

n
n b

b
b  

nn bb
311

1
+-=\

+

 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=-\

+ 2
113

2
11

1 nn bb
 

2
13

2
1

2
13

2
113

2
11 1

1

1

1

1 ×=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-=-\ --- nnn

n abb
 

2
131 1 +

=\
-n

nb
 

( )
13
232

13
23222

13
22

1

1

1

1

1 +
+

=
+

+×+
=+

+
=+=\

-

-

-

-

- n

n

n

n

nnn ba  
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解法 2（特性方程式の解が重解の場合は無理） 

 等比数列の形にしてから解く。 

2+= nn ba とおくと，
31 +-

=+
n

n
n b

b
b  

5
2

21 +-
-

=-\ +
n

n
n a

a
a  ・・・① 

4+= nn ca とおくと，
1

3
1 +-
=+

n

n
n c

c
c  

5
123

41 +-
-

=-\ +
n

n
n a

a
a  ・・・② 

②

①
より， ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
-
-

=
-
-

+

+

4
2

3
1

123
2

4
2

1

1

n

n

n

n

n

n

a
a

a
a

a
a

 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

4
2

n

n

a
a

は，初項 1
4
2

1

1 -=
-
-

a
a

，公比
3
1
の等比数列である。 

1

3
1

4
2 -

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

-
-

\
n

n

n

a
a

 

4323 11 +-=×-\ --
n

n
n

n aa  

( )
13
232

1

1

+
+

=\
-

-

n

n

na  
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方法 2 

分数形漸化式の基本形に変形できる形
( )

sra
aA

a
n

n
n +

-
=-+

a
a1 にしてから解く。 

手順 

x
sra
qpa

xa
n

n
n -

+
+

=-+1  

↓ 

( )
sra

sxqarxp
xa

n

n
n +

-+-
=-+1  

↓ 

( )

sra
rxp
sxqarxp

xa
n

n

n +

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

+-

=-+1  

ここで，左辺 xan -+1 と右辺の
rxp
sxqan -

-
+ に注目して，

rxp
sxqx

-
-

=- となる xを求める。 

重要補足 

rxp
sxqx

-
-

=- より， ( ) 02 =--- qxsprx  

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= より， ( ) 02 =--- qxsprx  

よって，
rxp
sxqx

-
-

=- と
srx
qpxx

+
+

= は同じ方程式である。 

したがって，
sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= から 

解を求めればよい。 

 

 ↓ 

 特性方程式
srx
qpxx

+
+

= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=-
rxp
sxqxまたは， の解をa とすると， 

a
a
a

-=
-
-
rp
sq

より，
( )( )

sra
arp

a
n

n
n +

--
=-+

aa
a1 が得られる。 

 以後の処理も含めた分数漸化式の一般解の求め方は，以下の例を参照のこと 
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例 1：特性方程式の解が重解の場合 

51 =a ，
3
165

1 -
-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

 解 

  
3
165

-
-

=
x
xx を解くと， 01682 =+- xx  4=\ x  

 

( ) 14
4

3
4

4
3
165

41

+-
-

=

-
-

=

-
-
-

=-+

n

n

n

n

n

n
n

a
a

a
a
a
a

a

　　　　

　　　　
 

1
4

1
4

1

1
+

-
=

-
\

+ nn aa
 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

- 4
1

na
は，初項 1

4
1

1
=

-a
，公差 1 の等差数列である。 

 n
an

=
-

\
4

1  

  41
+=\

n
an  

例 2：特性方程式の解が異なる 2 実数解の場合 

31 =a ，
5
8

1 +-
+-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

 解 

 
5
8

+-
+-

=
x
xx を解くと， 0862 =+- xx  4,2=\x  

解法 1 

  2=x のとき， 

  

( ) 32
2

5
2

2
5
8

21

+--
-

=

+-
-

=

-
+-
+-

=-+

n

n

n

n

n

n
n

a
a
a
a
a
a

a

　　　　

　　　　  

 1
2

13
2

1

1
-

-
×=

-
\

+ nn aa
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÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=-

-
\

+ 2
1

2
13

2
1

2
1

1 nn aa
 

2
13

2
1

2
1 1 ×=-
-

\ -n

na
 

13
22
1 +

=-\
-nna  

( )
13
232

1

1

+
+

=\
-

-

n

n

na  

解法 2（特性方程式の解が重解の場合は無理） 

  2=x のとき，
5

2
21 +-

-
=-+

n

n
n a

a
a  ・・・③ 

4=x のとき，
( )

5
43

41 +-
-

=-+
n

n
n a

a
a  ・・・④ 

④

③
より， ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
-
-

=
-
-

+

+

4
2

3
1

43
2

4
2

1

1

n

n

n

n

n

n

a
a

a
a

a
a

 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

4
2

n

n

a
a

は，初項 1
4
2

1

1 -=
-
-

a
a

，公比
3
1
の等比数列である。 

1

3
1

4
2 -

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

-
-

\
n

n

n

a
a

 

4323 11 +-=×-\ --
n

n
n

n aa  

( )
13
232

1

1

+
+

=\
-

-

n

n

na  
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方法 3（特性方程式の解が重解の場合は使えない） 

 等比数列の漸化式：
b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1  に変形してから解く 

求め方のしくみ 

 ( )
sra
qpa

afaa
n

n
nn

f
n +

+
==¾®¾ +1 から， 

b
a

b
a

b
a

b
a

-
-

×=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
-
-

¾®¾
-
-

+

+

n

n

n

n

n

nh

n

n

a
a

t
a
a

h
a
a

a
a

1

1 となるようなa ， b を求める。 

 

↓ 

 

b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1 から， 1

1

1 -×
-
-

=
-
- n

n

n t
a
a

a
a

b
a

b
a

が得られるので， 

これから数列{ }na の一般項を求めることができる。 

手順 

( )
b
a

-
-

==
n

n
nn a

a
agb とおくと，関数 hgf ,, の関係は以下のようになる。 

( )
sra
qpa

afaa
n

n
nn

f
n +

+
==¾®¾ +1　　　　　　　　　　　　　　　　　　  

g¯                     g¯  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )î

í
ì

==

==
¾®¾

-
-

==
++

+

nnn

nnnh

n

n
nn afgagb

aghbhb
a
a

agb
11

1
　　　　　　　　　　　　

b
a  

 したがって， 
a と b を求めるには， 

合成関数の連立方程式
( ) ( )( )
( ) ( )( )î

í
ì

==

==

++

+

nnn

nnn

afgagb
aghbhb

11

1 を解けばよい。 

( )
( )( )
( )

b
a

-
-

×=

×=
=
=+

n

n

n

n

nn

a
a

t

agt
agh

bhb

　　　

　　　

　　　

1

 

b
a

-
-

×=\ +
n

n
n a

a
tb 1  ・・・⑤ 
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( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

b
b
a
a

b
a

bb
aa

b
a

b

a

b
a

rp
sqa

rp
sqa

rp
rp

sqarp
sqarp
sraqpa
sraqpa

sra
qpa
sra
qpa

af
af
afg

agb

n

n

n

n

nn

nn

n

n

n

n

n

n

n

nn

-
-

+

-
-

+
×

-
-

=

-+-
-+-

=

+-+
+-+

=

-
+
+

-
+
+

=

-
-

=

=
= ++

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

11

 

b
b
a
a

b
a

rp
sqa

rp
sqa

rp
rpb

n

n

n

-
-

+

-
-

+
×

-
-

=\ +1  ・・・⑥ 

 ⑤，⑥より， 

 
b
a
rp
rpt

-
-

= ，
a
a

a
rp
sq

-
-

=- ，
b
b

b
rp
sq

-
-

=-  

 よって，a と b は方程式
prx
qsxx

-
-

= を解くことにより求められ， 

 これを
b
a
rp
rpt

-
-

= に代入することにより，公比 tが求められる。 

重要補足 

rxp
sxqx

-
-

=- より， ( ) 02 =--- qxsprx  

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= より， ( ) 02 =--- qxsprx  

よって，
rxp
sxqx

-
-

=- と
srx
qpxx

+
+

= は同じ方程式である。 

したがって，
sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= から 

解を求めればよい。 
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まとめ 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の特性方程式

srx
qpxx

+
+

= が異なる 2 実数解 ba , をもつとき， 

b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
b
a
rp
rpt と表せる。 

 

例：特性方程式の解が異なる 2 実数解の場合 

31 =a ，
5
8

1 +-
+-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

解 

5
8

+-
+-

=
x
xx の解を ba , ( )ba < とすると， 0862 =+- xx  4,2=\x  

2=\a ， 4=b  

ここで，
b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1 とおくと，
( )
( ) 3

1
411
211
=

×---
×---

=t より，
4
2

3
1

4
2

1

1

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

a
a

 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

4
2

n

n

a
a

は，初項 1
4
2

1

1 -=
-
-

a
a

，公比
3
1
の等比数列である。 

1

3
1

4
2 -

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

-
-

\
n

n

n

a
a

 

4323 11 +-=×-\ --
n

n
n

n aa  

( )
13
232

1

1

+
+

=\
-

-

n

n

na  
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例題 13 連立の漸化式 
連立漸化式の解法を 3 つ 
はじめに 

î
í
ì

+=

+=

+

+

nnn

nnn

sbrab
qbpaa

1

1 の形にする。 

方法 1：連立漸化式をいじり，等比数列の形にする 

 手順 1 

nnn qbpaa +=+1  ・・・① 

nnn sbrab +=+1  ・・・② 

  ①－ ´k ②より， 
  ( ) ( ) nnnn bksqakrpkba -+-=- ++ 11  

  ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

+-=- ++ nnnn b
krp
ksqakrpkba 11  ・・・③ 

  と変形する。 

 手順 2 

  ③の右辺の
krp
ksq

-
-

が k
krp
ksq

-=
-
-

となれば， 

  ( )( )nnnn kbakrpkba --=- ++ 11 より， 

  nn kba - は，公比 krp - ，初項 11 kba - の等比数列だから， 

  ( ) ( )11
1 kbakrpkba n

nn --=- -  ・・・④ 

となる。 

したがって， k
krp
ksq

-=
-
-

， 

すなわち kについての 2 次方程式 

( ) 02 =--- qksprk  ・・・⑤ 

を解き， 

  kが異なる 2 実数解をもつならば， 

④の式が 2 つできるので，その連立方程式を解けばよい。 

  kが重解をもつならば， 
④，①，②から na または nb の漸化式を得，解けばよい。 

  補足 1 
rqsp == , の場合は，⑤より， 1±=k だから，これを覚えておいて， 

いきなり①＋②と①－②から始めれば手際よく解ける。 
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  補足 2 
tqbpaa nnn ++=+1  ・・・①’ 

usbrab nnn ++=+1  ・・・②’ 

（ ut, は実数） 

の場合においても 

   ①’－ ´k ②’より， ( ) kutb
qrp
ksqakrpkba nnnn -+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

+-=- ++ 11 とした後， 

k
krp
ksq

-=
-
-

，すなわち kについての 2 次方程式 ( ) 02 =--- qksprk を解き， 

( )( ) kutkbakrpkba nnnn -+--=- ++ 11 の形の 2 項間漸化式 

（ nnn kbac -= とおけば， ( ) kutckrpc nn -+-=+1 ）にしてから， 

その漸化式を解けばよい。 

よって， 

方法 1 は万能型といえる。 
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方法 2：anと bnについて，それぞれの 3 項間漸化式をつくってから解く。 

nnn qbpaa +=+1  ・・・① 

nnn sbrab +=+1  ・・・② 

na についての漸化式 

①より， nnn paaqb -= +1  121 +++ -=\ nnn paaqb  

②× qより， nnn sqbqraqb +=+1  

よって， ( )nnnnn paasqrapaa -+=- +++ 112  

( ) ( ) 012 =-++-\ ++ nnn aqrpsaspa  ・・・⑥ 

nb についての漸化式 

②より， nnn sbbra -= +1  121 +++ -=\ nnn sbbra  

①× r より， nnn qrbprara +=+1  

よって， ( ) nnnnn qrbsbbpsbb +-=- +++ 112  

( ) ( ) 012 =-++-\ ++ nnn bqrpsbspb  ・・・⑦ 

漸化式⑥，⑦を解くことにより，数列{ }na ，{ }nb の一般項を求める。 

補足 3 

î
í
ì

+=

+=

+

+

nnn

nnn

sbrab
qbpaa

1

1 より，
( ) ( )
( ) ( )î

í
ì

=-++-

=-++-

++

++

0
0

12

12

nnn

nnn

bqrpsbspb
aqrpsaspa

は覚えておくとよい。 

覚え方 

î
í
ì

+=

+=

+

+

nnn

nnn

sbrab
qbpaa

1

1 より， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+

+

n

n

n

n

b
a

sr
qp

b
a

1

1  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

sr
qp

A とおくと，ケイリー・ハミルトンの定理より， 

( ) ( ) OEqrpsAspA =-++-2  

これより， 
( ) ( ) 012 =-++- ++ nnn aqrpsaspa  

( ) ( ) 012 =-++- ++ nnn bqrpsbspb  
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方法 3：行列を利用して解く 

手順 1 

î
í
ì

+=

+=

+

+

nnn

nnn

sbrab
qbpaa

1

1 より， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+

+

n

n

n

n

b
a

sr
qp

b
a

1

1  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
\

-

1

1
1

b
a

sr
qp

b
a n

n

n  

 手順 2 
1-

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
n

sr
qp

を求める。 

求め方の 1 例 

わかりやすさの目的で ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

sr
qp

A とおくと，ケイリー・ハミルトンの定理より， 

( ) ( ) OEqrpsAspA =-++-2  

   ここで，またわかりやすさの目的で， 

( ) ( ) ( )( )EAEAEqrpsAspA ba --=-++-2 と表すと， ( )( ) OEAEA =-- ba  

続いて，行列 1-nX を ( )( )EXEX ba -- で割った商を ( )XQ ，余りを nEmX + とする。 

すると， 

( )( ) ( ) nEmXXQEXEXX n ++--=- ba1  

EX a= のとき 

 nEEmEn +=- aa 1  1-=+\ nnm aa  ・・・⑥ 
EX b= のとき 

 nEEmEn +=- bb 1  1-=+\ nnm bb ・・・⑦ 

⑥，⑦より， 

 
ba
ba

-
-

=
-- 11 nn

m ，
( )

ba
baab

-
-

-=
-- 22 nn

n  

よって， ( )( ) ( ) ( )EXXQEXEXX
nnnn

n

ba
baab

ba
baba

-
-

-
-
-

+--=
----

-
2211

1  

これに AX = を代入すると， ( )( ) OEAEA =-- ba より， 

( )EAA
nnnn

n

ba
baab

ba
ba

-
-

-
-
-

=
---

-
2211\

1  

( )
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

-
-
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
\

----

1

1
2211

b
a

EA
b
a nnnn

n

n

ba
baab

ba
ba  

 補足 4 
  3 項間漸化式 nnn yaxaa += ++ 12 を行列で解く場合 

  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

++

+

12

1 10

n

n

n

n

a
a

xya
a

より， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+

+

2

1

2

1 10
a
a

xya
a n

n

n
以下同様 

 参考サイト：数学小ネタ http://www.toitemita.sakura.ne.jp/suugakukoneta.html 

ケイリー・ハミルトンの定理と行列の n乗 
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15 強い仮定の数学的帰納法 
kn = （ nは自然数）のとき事象 nA が成り立つためには， 

1,2,1 -= kn  のすべての nについて事象 nA が成り立つことが必要である場合， 

換言すれば， 
1,2,1 -= kn  のすべての nについて事象 nA が成り立つことは 

kn = のとき事象 nA が成り立つための必要条件である場合， 

kn £ なるすべての自然数 nで事象 nA が成り立つと仮定しなければならない。 

条件反射的に 
「 kn = のとき事象 nA が成り立つと仮定すると」 

とするのではなく， 

まず条件式を見て， 
「 kn = のとき事象 nA が成り立つための必要条件は何か？」 

について考えよう。 

 


