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例題 1 図形の最大・最小／相加・相乗平均 
なす角の大きさは tan または cos で試みる。 

cos を使って解いてみると 
xy直交座標系の原点を A にとり，B ( )2,0 ，Q ( )1,x ，P ( )0,x とすると， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
2

BP
x

， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
1

BQ
x

 

2
2

24

2

24

24

22

2

45

11

45
1

45
44

14

2

BQBP

BQBPPBQcos

x
x

xx
x

xx
xx

xx

x

++
-=

++
-=

++
++

=

++

+
=

×
=Ð\

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

 

  ここで， 95425445 2
2

2
2

2
2 =+×³+÷

ø
ö

ç
è
æ +=++

x
x

x
x

x
x  

等号成立は 2
2 4

x
x = ，すなわち 2=x ( )0>x のとき 

  
9
1

45

1

2
2

£
++

\

x
x

 

9
1

45

1

2
2

-³
++

-\

x
x

 

9
8

9
11

45

11

2
2

=-³
++

-\

x
x

 

3
22

45

11

2
2

³
++

-\

x
x

 

  よって，
3

22PBQcos ³Ð\ （等号成立は 2=x のとき） 

 

余弦定理を用いてもよい。 
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2

PBQ0 p
<Ð< であることと， qcos は pq ££0 で単調減少することから， 

  PBQÐ が最大のとき， PBQcosÐ は最小値をとる。 

  よって，
3

22PBQcos =Ð のとき， PBQÐ は最大となり，このとき 2=x  
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例題 2 図形量の最大・最小／微分法の応用 
別解 1（（ロ）のみで考える） 

 x=OB ( )ax ££0 とおくと， 22CB xa -= ( )ax ££0  
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 以下略 

別解 2（（ロ）のみで考える） 
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pq とおくと， 
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 t=qsin とおくと，
2
pq <£0 より， 10 <£ t であり， 

 このときの関数を ( )tv とすると， 
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以下略 
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例題 4 座標平面上の正三角形・正方形 
(1) 

別解 

R ( )ts, ，正三角形の PQR の重心を G とすると，G ÷
ø
ö

ç
è
æ ++

3
,

3
tbsa  

正三角形の重心と外心は一致することから 
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正三角形 PQR の面積 

辺の長さ 22 ba + の正三角形より， ( )22
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  ( ) ( )2232 baasbat +=---  

  ( )2232 baabatbs +=-+\  

( )223222 baabatbs +±=+\  ・・・② 
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例題 7 不等式の証明／数学的帰納法 
(2) 

（ⅱ） 

別解 
kn = のとき， ( ) ( )( ) ( )kk pppppp -××--<+++- 1111 2121  が成り立つと仮定すると， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )121121 1111 ++ -+-××--<-++++- kkkk pppppppp   

( ) ( )( ) ( ) ( )121121 1111 ++ -+-××--<++++- kkkk pppppppp   ・・・① 
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 ここで， 10 << ip より， 110 <-< ip  

 ( )( ) ( ) 11110 21 <-××--<\ kppp   

 ( )( ) ( ) 01111 21 >-××---\ kppp   

 よって， 
 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )121121 111111 ++ -××--<-+-××-- kkk ppppppp   ・・・② 

 ①，②より， 
( ) ( )( ) ( )121121 1111 ++ -××--<+++++ kkk ppppppp   
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例題 9 格子点の数え上げ 
(1) 

別解 
nyx £+ を満たす第 1 象限の格子点の数について 

kx = ( )11 -££ nk  とすると，第 1 象限の格子点の数は， 
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第 1 象限の格子点は x軸， y軸，原点について対称な関係にあるそれぞれの格子点と 

1 対 1 に対応するから，全象限の格子点の数は，
( ) ( )124

2
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これに原点と原点を除く x軸上の格子点の数 n2 ，原点を除く y軸上の格子点の数 n2 ， 

を加えると， ( ) 12212212 2 ++=+++- nnnnnn  

(2) 

別解 
 任意の平面 kz = ( )nk ££1 上の格子点は， 

znyx -£+ より， knyx -£+ を満たすから， 

その格子点の数は， ( ) ( ) 122 2 +-+- knkn  
0,,2,1 =---=- nnnnkn  より， lkn =- とおくと， 1,,2,1,,0 -= nl   

 よって，平面 kz = ( )nk ££1 の全格子点の数は， 
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平面 kz = ( )nk ££1 の格子点と平面 kz -= ( )nk ££1 の格子点は 0=z に関して 

1 対 1 に対応するから，平面 kz -= ( )nk ££1 の全格子点の数も nn
3
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2 3 +  

 これと平面 0=z 上の格子点の数 122 2 ++ nn より， 
 nzyx £++ となる格子点，すなわち整数の組 ( )zyx ,, の個数は， 
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例題 11 二項係数がらみの和 
(2) 
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注意 
( ) ( )xgxf = のとき， 

( )xf の原始関数を ( )xF ， ( )xg の原始関数を ( )xG とすると， 

( ) ( ) CxGxF += より，よって， ( ) ( ) ( ) ( )xGxFxgxf =Þ= は成り立たない。 
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例題 15 多項式の漸化式 
(3) 

略解 
( ) 0=xf n ( )22 <<- x を ( ) 0cos2 =qnf ( )pq <<0 とおくと， 

( )
q
qq

sin
sincos2 nf n = より， 

0
sin

sin
=

q
qn ( )pq <<0  pq

n
k

=\ ( )1,,2,1 -= nk   

よって， ( ) 0cos2 =qnf を満たすq は 1-n 個ある。 

qcos2=x ( )pq <<0 において， xとq は 1 対 1 に対応するから， 

( ) 0=xf n ( )22 <<- x を満たす解 xも 1-n 個存在する。 
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例題 16 方程式の証明問題／グラフの活用 

（ロ） 

別解（略解） 

( ) cbxaxxxf +++= 23 とおくと， 

( ) baxxxf ++=¢ 23 2  
( ) 0=¢ xf となる異なる 2 実数解を ba , ( )ba < とすると， 

0,0 >> ba および解と係数の関係より， 0
3
2

<-=+ aba ， 0
3
>=

bab  

よって， 0<< ba  

よって，条件より， ( ) 0>af ， ( ) 0<bf  

よって，実数解を rqp << とすると，少なくとも qp, について， 

0<<<< ba qp が成り立つ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 対 1 対応の演習 例題を解いてみた           http://toitemita.sakura.ne.jp 

10 
 

例題 17 方程式の解の個数／置き換え 
(2) 

 異なる 4 つの実数解をもつときの状況 
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