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整数の性質 3 整数の割り算と商および余り 
243 

(1) 

 ( )( )41452 ++=++ nnnn  

 nが偶数のとき 4+n は偶数だから ( )( )41 ++ nn すなわち 452 ++ nn は偶数である。 

 nが奇数のとき 1+n は偶数だから ( )( )41 ++ nn すなわち 452 ++ nn は偶数である。 

 以上より，すべての整数 nに対し 452 ++ nn は偶数である。 
(2) 

 整数 nは整数 kを用いて 13 -= kn ， kn 3= ， 13 += kn のいずれかの形で表せる。 

 13 -= kn のとき 

  ( ) ( ) 22332691131 2222 +-=+-=+-=+ kkkkn より， 12 +n は 3 の倍数でない。 

 kn 3= のとき 

  ( ) 13319131 2222 +×=+=+=+ kkkn より， 12 +n は 3 の倍数でない。 

 13 += kn のとき 

  ( ) ( ) 22332691131 2222 ++=++=++=+ kkkkn より， 12 +n は 3 の倍数でない。 

 以上より，すべての整数 nに対し 12 +n は 3 の倍数でない。 
244 

 整数nは整数kを用いて kn 7= ， 17 ±= kn ， 27 ±= kn ， 37 ±= kn のいずれかの形で表せる。 

 kn 7= のとき 

  ( ) 077497 2222 +×=== kkkn  

 17 ±= kn のとき 

  ( ) ( ) 12771144917 2222 +±=+±=±= kkkkkn  

 27 ±= kn のとき 

  ( ) ( ) 44774284927 2222 +±=+±=±= kkkkkn  

 37 ±= kn のとき 

  ( ) ( ) 216779424937 2222 ++±=+±=±= kkkkkn  

 以上より， 2n を 7 で割ったときの余りは，0 か 1 か 2 か 4 である。 
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(1) 
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 ( )( ) ( ) ( )11,12 +--- nnnnnn は連続する3つの整数の積であるから，どちらも6の倍数である。 

よって， ( )( )121 -- nnn は 6 の倍数である。 

(2) 
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 n6 は 6 の倍数， ( ) ( )11 +- nnn は連続する 3 つの整数の積であるから 6 の倍数である。 

 よって， nn 53 + は 6 の倍数である。 
(3) 
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 n6 は 6 の倍数， ( ) ( )11 +- nnn は連続する 3 つの整数の積であるから 6 の倍数である。 

 よって， nn 42 3 + は 6 の倍数である。 
246 

 連続する 3 つの奇数は整数 nを用いて 12 -n ， 12 +n ， 32 +n と表せる。 

 したがって， 
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 ( )1+nn は連続する 2 つの整数の積であるから偶数である。 

よって， ( ) 11 ++nn は奇数である。 

ゆえに， Nは 12 の倍数であるが，24 の倍数ではない。 
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(1) 

 32 32108 ×= だから，108 と互いに素である自然数は 2 でも 3 でも割り切れない。 
したがって，108 以下の自然数で 108 と互いに素である自然数の個数を求めるには 

108 以下の自然数のうち 2 または 3 で割り切れる自然数を除いた個数を求めればよい。 
つまり，108 以下の自然数で，2 で割り切れる自然数の個数を ( )An ，3 で割り切れる自然

数の個数を ( )Bn とすると，求める自然数の個数＝ ( ) ( ) ( ){ }BAnBnAn Ç-+-108  

ここで， ( ) 54=An ， ( ) 36=Bn ， ( )BAn Ç は 2 でも 3 でも割り切れる自然数 

すなわち 6 で割り切れる自然数の個数だから， ( ) 18=Ç BAn  

よって，求める自然数の個数＝ ( ) ( ) ( ){ } ( ) 36183654108108 =-+-=Ç-+- BAnBnAn  

(2) 

 24 52400 ×= だから，400 と互いに素である自然数は 2 でも 5 でも割り切れない。 
 したがって，400 以下の自然数で 2 で割り切れる自然数の個数を ( )An ，5 で割り切れる自

然数の個数を ( )Bn とすると，400 と互いに素である自然数の個数は ( )BAn È だから， 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }BAnBnAnUn
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 これと ( ) 400=Un ， ( ) 200=An ， ( ) 80=Bn ， ( ) 40=Ç BAn より， 
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(3) 

 23 532600 ××= だから，600 と互いに素である自然数は 2 でも 3 でも 5 でも割り切れない。 
 したがって，600 以下の自然数で 2 で割り切れる自然数の個数を ( )An ，3 で割り切れる自

然数の個数を ( )Bn ，5 で割り切れる自然数の個数を ( )Cn とすると，600 と互いに素である

自然数の個数は ( )CBAn ÈÈ だから， 

 
( ) ( ) ( )
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 これと ( ) 600=Un ， ( ) 300=An ， ( ) 200=Bn ， ( ) 120=Cn ， ( ) 100=Ç BAn ， ( ) 40=Ç CBn ，

( ) 60=Ç ACn ， ( ) 20=ÇÇ CBAn  

( ) ( )
160

206040100120200300600
=

+---++-=ÈÈ\
　　　　　　　

CBAn  
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例題 35 補足 

 例えば 1 から 40 までの自然数の積 40321 ××××= N について 

Nを素因数分解したときの素因数 2 の個数 

2 の割り算 

2 で割り切れる数 1 回目 2 回目 3 回目 4 回目 5 回目 

2 ○     

4 ○ ○    

6 ○     

8 ○ ○ ○   

10 ○     

12 ○ ○    

14 ○     

16 ○ ○ ○ ○  

18 ○     

20 ○ ○    

22 ○     

24 ○ ○ ○   

26 ○     

28 ○ ○    

30 ○     

32 ○ ○ ○ ○ ○ 

34 ○     

36 ○ ○    

38 ○     

40 ○ ○ ○   

計 20 10  5 2 1 

○は全部で 38 個あるから，素因数 2 の数は 38 であることがわかる。 

 また， 

  2 の割り算が 1 回目で終了する個数＝40 を 2 で割った商 

  2 の割り算が 2 回目で終了する個数＝40 を 22で割った商 

  2 の割り算が 3 回目で終了する個数＝40 を 23で割った商 

  2 の割り算が 4 回目で終了する個数＝40 を 24で割った商 

  2 の割り算が 5 回目で終了する個数＝40 を 25で割った商 

 となることもわかる。 

 よって，素因数 2 の個数＝40 を 2，22，23，24，25 で割った各商の合計 
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(1) 

 3 の倍数の個数は 240 を 3 で割った商で 80 

 32 の倍数の個数は 240 を 32で割った商で 26 

 33 の倍数の個数は 240 を 33で割った商で 8 

 34 の倍数の個数は 240 を 34で割った商で 2 

 よって，Nを素因数分解したときの素因数 3 の個数は 116282680 =+++ 個 

(2) 

 7 の倍数の個数は 450 を 7 で割った商で 64 

 72 の倍数の個数は 450 を 72で割った商で 9 

 73 の倍数の個数は 450 を 73で割った商で 1 

 よって，Nを素因数分解したときの素因数 7 の個数は 741964 =++ 個 

249 

 Nを素因数 2 と 5 で分解したとき， MN qp52= となったとする。 
 明らかに qp > だから， ( ) qqpqqpqqqp MMMN 102522522 ××=×××=×××= ---  
 よって，末尾に 0 が q個並ぶ。 

 要するに，因数 10 の個数＝素因数 5 の個数 

(1) 

 5 の倍数の個数は 125 を 5 で割った商で 25 

 52 の倍数の個数は 125 を 52で割った商で 5 

 53 の倍数の個数は 125 を 53で割った商で 1 

 よって，Nを素因数分解したときの素因数 5 の個数は 311525 =++ 個 

 また，素因数 2 の個数は明らかに素因数 5 の個数より多い。 

 5210 ×= であるから，因数 10 の個数は 31 である。 

 よって，末尾には 0 が連続して 31 個並ぶ。 

(2) 

 5 の倍数の個数は 300 を 5 で割った商で 60 

 52 の倍数の個数は 300 を 52で割った商で 12 

 53 の倍数の個数は 300 を 53で割った商で 2 

 よって，Nを素因数分解したときの素因数 5 の個数は 7421260 =++ 個 

 また，素因数 2 の個数は明らかに素因数 5 の個数より多い。 

 5210 ×= であるから，因数 10 の個数は 74 である。 

 よって，末尾には 0 が連続して 74 個並ぶ。 
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(1) 

解法 1 

 37 を 6 で割った余りは 1 だから， 

37100 を 6 で割った余りは 1100 すなわち 1 を 6 で割った余り 1 に等しい。 

 よって，37100 を 6 で割った余りは 1 

解法 2 

 137 º ( )6mod より， 1137 100100 ºº ( )6mod  

 よって，37100 を 6 で割った余りは 1 

 補足 

  ba º ( )mmod のとき kk ba º ( )mmod  

解法 3 二項定理（数学Ⅱ 式と証明）を利用 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 100
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　　　

 より，37100を 6 で割った余りは 100
100100 1C すなわち 1 

または， 

( )

å

å

å

å

=

=

=

-

=

+=

+=

=

×=

+=

100

1
100

100

1
100

0
0100

100

0
100

100
100

0
100

100100

36C1

36C36C

36C

136C

13637

k

k
k
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å
=

100

1
100 36C

k

k
k は 6 の倍数だから，37100を 6 で割った余りは 1 

(2) 

解法 1 

 ( ) 4040280 2555 == より， 4025 を 8 で割った余りを求めればよい。 

 25 を 8 で割った余りは 1 だから， 4025 を 8 で割った余りは 401 すなわち 1 を 8 で割った余

り 1 に等しい。 

 よって， 805 を 8 で割った余りは 1 
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解法 2 

 ( ) 4040280 2555 == ， 125 º ( )8mod より， ( ) 11255 404080 ººº ( )8mod  

 よって， 805 を 8 で割った余りは 1 
解法 3 二項定理（数学Ⅱ 式と証明）を利用 

( )

( ){ }
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+××++××+××+×=

+×=

=

=

　　

　　

　　
  

より，580 を 8 で割った余りは 40
4040 1C すなわち 1 

または， 
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å
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k
k は 8 の倍数だから，580 を 8 で割った余りは 1 

(3) 

解法 1 

 ( ) 33333100 273333 ×=×=  

 3 を 13 で割った余りは 3 

 27 を 13 で割った余りは 1 だから， 3327 を 13 で割った余りは 331 すなわち 1 を 13 で割っ

た余り 1 に等しい。 

 よって， 33273 × を 13 で割った余りは 13 × すなわち 3 を 13 で割った余り 3 に等しい。 

 ゆえに， 1003 を 13 で割った余りは 3 
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解法 2 

 ( ) 33333100 273333 ×=×=  

 ここで， 127 º ( )13mod より， 1127 3333 ºº ( )13mod  

 よって， 3132733 33100 º×º×º ( )13mod  

 ゆえに， 1003 を 13 で割った余りは 3 
 補足 

ba º ( )mmod のとき kk ba º ( )mmod  
ba º ( )mmod ， dc º ( )mmod のとき cdab º ( )mmod  

解法 3 二項定理（数学Ⅱ 式と証明）を利用 

( )

( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } 3213C213C213C3

1C1213C1213C213C3

12133

273

333

3233
32

133
33

033

33
3333

321
3233

132
133

33
033

33

33

333100

+××++×+×=

+××++××+×=

+×=

×=

×=





　　

　　

　　

　　

  

より， 1003 を 13 で割った余りは 3 
または， 

( )

( )
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=
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÷
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1
33

33

1
33

0
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33

0
33
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0

33
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333100

26C33

26C26C3

26C3

126C3

1263

273

333

k

k
k

k

k
k

k

k
k

k

kk
k

　　

　　

　　

　　

　　

　　

 

å
=

33

1
33 26C

k

k
k は 13 の倍数だから， 1003 を 13 で割った余りは 3 
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(4) 

解法 1 

 ( ) 666632100 6416444 ×==  

 16 を 9 で割った余りは 7 

 64 を 9 で割った余りは 1 だから， 6664 を 9 で割った余りは 661 を 9 で割った余り 1 に等しい。 

 よって， 666416 × を 9 で割った余りは 17 × すなわち 7 を 9 で割った余り 7 に等しい。 

 ゆえに， 1004 を 9 で割った余りは 7 
解法 2 

 ( ) 666632100 6416444 ×==  

 ここで， 716 º ( )9mod  

 また， 164 º ( )9mod より， 1164 6666 ºº ( )9mod  

 よって， 71764164 66100 º×º×º ( )9mod  ゆえに， 1004 を 9 で割った余りは 7 

解法 3 二項定理（数学Ⅱ 式と証明）を利用 

( )

( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } 1679C79C79C16

1C179C179C79C16

17916

6416

444

1
6566

65
166

66
066

66
6666

651
6566

165
166

66
066

66

66

6632100

+×++×+×=

+××++××+×=

+×=

×=

×=





　　

　　

　　

　　

  

より， 1004 を 9 で割った余りは 7 
または， 

( )
( )
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å

å
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=

=

=
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+=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=

=

×=

+×=

×=

66

1
66

66

1
66

0
066

66

0
66

66

0

66
66

66

6632100

63C1616

63C63C16

63C16

163C16

16316

444

k

k
k

k

k
k

k

k
k

k

kk
k

　　

　　

　　

　　

　　

 

å
=

66

1
66 63C

k

k
k は9の倍数だから， 1004 を9で割った余りは16を9で割った余りに等しい。

よって，求める余りは 7 
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(1) 

 3ºn ( )8mod より， 420532352 22 ºº+×+º++ nn ( )8mod  

 よって， 522 ++ nn を 8 で割った余りは 4 
(2) 

 15ºn ( )17mod より， 117599155153953 22 ºº+×+×º++ nn ( )17mod  

 よって， 953 2 ++ nn を 17 で割った余りは 11 
(3) 

 2ºn ( )35mod より， 944423243 3434 ºº+×+º++ nn ( )35mod  

 よって， 43 34 ++ nn を 35 で割った余りは 9 
252 

(1) 
 7241 º ( )9mod ， 3120 º ( )9mod より， 37120241 +º+ nn ( )9mod  

 37 +n は 9 の倍数だから，自然数mを用いて mn 937 =+  ・・・① と表せる。 

 ①より，
7

32
7

327
7

39 -
+=

-+
=

-
=

mmmmmn  

ここで， nは自然数だから， 32 -m は 7 の倍数である。 

そこで，整数 lを用いて lm 732 =- とおくと，
2

37 +
=

lm  

したがって， 1=l とすると， 6,5 == nm となり，これを①に代入すると， 

59367 ×=+×  ・・・② 
よって，①と②の両辺の差をとると， ( ) 59936737 ×-=+×-+ mn  

すなわち ( ) ( )5967 -=- mn  

ここで，7 と 9 は互いに素だから， kmkn 75,96 =-=- （ kは整数） 

よって， 57,69 +=+= kmkn  

ゆえに， 0=k で自然数 nは最小値 6 をとる。 

補足 
37 +n に ,3,2,1=n を順に代入していく方法もあるが，計算が面倒になる場合がある。 

(2) 
 713142373 +º+ nn ( )15mod  

 713 +n は 15 の倍数だから，自然数mを用いて mn 15713 =+  ・・・① と表せる。 

 ①より，
13

72
13

7213
13

715 -
+=

-+
=

-
=

mmmmmn  

 ここで， nは自然数だから， 72 -m は 13 の倍数である。 

 そこで，整数 lを用いて， lm 1372 =- とおくと，
2

713 +
=

lm  
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したがって， 1=l とすると， 11,10 == nm となり，これを①に代入すると， 

101571113 ×=+×  ・・・② 
よって，①と②の両辺の差をとると， ( ) 10151571113713 ×-=+×-+ mn  

すなわち ( ) ( )10151113 -=- mn  

ここで，13 と 15 は互いに素だから， kmkn 1310,1511 =-=- （ kは整数） 

よって， 1013,1115 +=+= kmkn  

ゆえに， 0=k で自然数 nは最小値 11 をとる。 

253 

(1) 

 任意の自然数の一の位の数はその自然数を 10 で割った余りの数である。 

例： 91012345678123456789 +´=  

したがって，自然数を 10 で割ったときの余りを合同式を用いて求めればよい。 

 

( )

( )10mod9
19
19

819

33

3123

30

30

3042

122122

　　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

º
×º
×º

×º

×º

º

 

よって，一の位の数は 9 

(2) 

 任意の自然数の下 2 桁の数はその自然数を 100 で割った余りの数である。 

例： 891001234567123456789 +´=  

したがって，自然数を 100 で割ったときの余りを合同式を用いて求めればよい。 

 

( )

( )100mod43
143
143

2401343

777

62

62

6243251

　　　

　　

　　

　　

º
×º
×º

×º

×º

 

よって，下 2 桁は 43 
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(1) 

 

( )
( )

( )

( )

( )11mod0
09

119

929

9992

992

9642

922

922

32232

1

1

1

11

1

1

16

16

266256

º
×º

×º

+º

×+×º

+×º

+×º

+×º

+×º

+×º+

-

-

-

--

-

-

-

-

--
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