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式と証明 7 不等式の証明 
53 

(1) 

 ba > の両辺を d倍すると， 0<d だから， bdad <  ・・・① 

 cd < の両辺をb倍すると， 0>b だから， bcbd <  ・・・② 

 ①，②より， bcad <  

(2) 

解法 1：(1)の結果を利用する場合 

(1)より， bcad <  

 bcad < の両辺を
bd
1

倍すると， 01
<

bd
だから，

bd
bc

bd
ad

>  
d
c

b
a
>\  

解法 2：(1)の結果を利用しない場合 

ポイント 

 0>> ba から 1>
b
a

， dc >>0 から 01 >>
d
c

が直感できる。 

解 

 ba > の両辺を
b
1
倍すると， 01

>
b

より， 1>
b
a

 ・・・① 

 dc > の両辺を
d
1
倍すると， 01

<
d

より， 1<
d
c

 ・・・② 

 ①，②より，
d
c

b
a
>  

54 

(1) 

 3->x より， 03 >+x  ・・・① 
 2>y より， 02 >-y  ・・・② 

( ) 632326 -+-=--- yxxyyxxy  

( )( )23 -+= yx  ・・・③ 

①，②，③より， ( ) 0326 >--- yxxy  yxxy 326 ->-\  

(2) 

 cb > より， 0>- cb  ・・・① 

 da > より， 0>- da  ・・・② 

( )
( ) ( )cbdcba

bdaccdabbdaccdab
---=
--+=+-+

　　　　　　　　　
 

( )( )dacb --=  ・・・③ 

 ①，②，③より， ( ) 0>+-+ bdaccdab  bdaccdab +>+\  
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55 

ポイント 

 ある文字についての 2 次式なら平方完成を試みる 

(1) 

 ( )
0

1

1231
2

22

³
-=

+-=-++

　　　　　　　

　　　　　　　 x

xxxxx

 

 等号成立は 1=x のとき 

 よって， xxx 312 ³++ （等号成立は 1=x のとき） 
(2) 

 

( )
( ){ }
( )
1

11

211

2222

2

2

22

³
+-=

+--=

+-=+-

　　　　　

　　　　　

　　　　　

x

x

xxxx

 

 等号成立は 1=x のとき 

 よって， 0222 >+- xx  
(3) 

ポイント 
 x， yのどちらかについて平方完成すればよいが， xについて平方完成する方が楽。 

解 

 

( )
( ){ }
( )

0
2

32

322432

22

222

2222

³
+-=

+--=

+-=-+

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

yyx

yyyx

yyxxxyyx

 

 等号成立は 0=- yx かつ 0=y のとき，すなわち 0== yx のとき 

 よって， xyyx 432 22 ³+ （等号成立は 0== yx のとき） 

(4) 

 

( )
( )
0

3

9669
2

222

³
-=

+-=--

　　　　　　　

　　　　　　　 xy

xxyyyxyx

 

 等号成立は xy 3= のとき 

 よって， ( )yxyx -³ 69 2 （等号成立は xy 3= のとき） 
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(1) 

 02 >+ ba ， 04 >+ ba だから， baba +>+ 42 Û ( ) ( )22
42 baba +>+  

 よって， ( ) ( )22
42 baba +>+ が成り立つことを示せばよい。 

 

( ) ( ) ( )

0
4

44442
22

>
=

+-++=+-+

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　 ab

baabbababa

 

 よって， ( ) ( )22
42 baba +>+  

 ゆえに， baba +>+ 42  
(2) 

 0
2

>
+ ba

， 0
2

>
+ ba

だから，
22

baba +
>

+
Û

22

22 ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
>÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ + baba  

 よって，

22

22 ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
>÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ + baba
が成り立つことを示せばよい。 

( )
0

4

4
2

4
2

4
22

4
2

222

2

22

³

-
=

+-
=

++
-

+
=

++
-

+
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

ba

baba

bababa

bababababa

 

 等号成立は ba = のとき 

 よって，

22

22 ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
>÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ + baba
（等号成立は ba = のとき） 

 ゆえに，
22

baba +
>

+
（等号成立は ba = のとき） 
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57 

(1) 

 087 >+ ， 0105 >+ だから， 10587 +>+ Û ( ) ( )22
10587 +>+  

 よって， ( ) ( )22
10587 +>+ が成り立つことを示せばよい。 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
50562

1050258562710587
22

>
-=

++-++=+-+

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　  

 よって， ( ) ( )22
10587 +>+  

 ゆえに， 10587 +>+  
(2) 

 131467 ->- Û 146137 +>+  ・・・① 

 0137 >+ ， 0146 >+ だから， 

146137 +>+ Û ( ) ( )22
146137 +>+  ・・・② 

①，②より， 131467 ->- Û ( ) ( )22
146137 +>+  

よって， ( ) ( )22
146137 +>+ が成り立つことを示せばよい。 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
84912

148426139127146137
22

>
-=

++-++=+-+

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　  

よって， ( ) ( )22
146137 +>+  

ゆえに， 131467 ->-  
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58 

 ba <<0 より， 22 ba <  022 >-\ ab  ・・・① 

 

5
22

5
523
5

5
5

23
5

23

22

222

222
2

22

ab

aba

abaaba

-
=

-+
=

-
+

=-
+

　　　　　　　　

　　　　　　　　  

( )
5

2 22 ab -
=  ・・・② 

 ①，②より， 0
5

23 2
22

>-
+ aba

 
5

23 22
2 baa +
<\  ・・・③ 

 
( )

5
33

5
235

5
23

5
5

5
23

22

222

22222
2

ab

bab

babbab

-
=

+-
=

+
-=

+
-

　　　　　　　　

　　　　　　　　  

( )
5

3 22 ab -
=  ・・・④ 

①，④より， 0
5

23 22
2 >

+
-

bab  2
22

5
23 bba

<
+

\  ・・・⑤ 

③，⑤より， 2
22

2

5
23 bbaa <

+
<  
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(1) 

 0>a ， 0>b より， 0>ab ， 01
>

ab
だから，相加平均³相乗平均より， 

 

1

1
2

1

=

×³
+

　　　　

ab
abab

ab
  

21
³+\

ab
ab  

 等号成立は
ab

ab 1
= ，すなわち ( ) 12 =ab のときであるが， 

0,0 >> ba より， 1=ab のときである。 

補足 

 0>A ， 0>B のとき， ABBA
³

+
2

（等号成立は BA = のとき）を 

 0>A ， 0>B のとき， ABBA 2³+ （等号成立は BA = のとき）としてもよい。 
(2) 

 

a
b

b
a

a
b

b
a

b
a

a
b

++=

+++=÷
ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ +

2

1111

　　　　　　　

 

 ここで， 0>
b
a

， 0>
a
b

だから，相加平均³相乗平均より， 

2

2

=

×³+

　　　　

a
b

b
a

a
b

b
a

 

等号成立は
a
b

b
a
= ，すなわち 22 ba = のときであるが， 

0,0 >> ba より， ba = のときである。 

 よって，

4

2211

=

+³÷
ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ +

　　　　　　　

b
a

a
b

 

 等号成立は ba = のとき 
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60 

(1) 

 

( )( ) ( ) ( )

( )
( )

0

2

2

2

222

2222

334224

63366422462332244

³
-=

-+=

-+=

++-+++=+-++

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

yxyx

xyyxyx

yxyxyx

yyxxyyxyxxyxyxyx

 

( )( ) ( )2332244 yxyxyx +³++\  

等号成立は 0=x または 0=y または yx = のとき 

(2) 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )( ){ }
( ) ( )
( )

0

4
3

2
2

2
2

222

22

33

33

43343344

³

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+÷
ø
ö

ç
è
æ +-=

++-=

++--=

--=

---=

---=+-+

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

yyxyx

yxyxyx

yxyxyxyx

yxyx

yxyyxx

yxyyxxxyyxyx

 

 3344 xyyxyx +³+\  
等号成立は yx = のとき 

61 

(1) 

 

( )
( ){ } ( ){ }
( ) ( )
0

33

189393

186636

22

22

2222

³
-+-=

+-++--=

+++-=---+

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

yx

yx

yyxxyxyx

 

( )3622 --³+\ yxyx  
等号成立は 3== yx のとき 
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(2)  

ポイント 
baab --- ,, に注目して平方完成 

 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ){ }

( ) ( ) ( )

0
2

11

111
2
111

2
1

2
1

12
2
12

2
12

2
1

11

222

222

2222

2222

³

-+-+-
=

+--+--+-=

+-+-++-=

+--+-=-+-+-

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

baba

baba

bbaababa

babababababa

 

 \ 122 -+³+- bababa  
等号成立は 1== ba のとき 

(3) 

ポイント 

 1 文字について整理してから，平方完成 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

0
4
3

2
3

4
23

2
3

4
363

2
3

4
121243

2
3

33
2

3
2

3

3333

2
2

222

222

2222

22
22

22222

³

++÷
ø
ö

ç
è
æ +

+=

++
+÷

ø
ö

ç
è
æ +

+=

++
+÷

ø
ö

ç
è
æ +

+=

++++-
+÷

ø
ö

ç
è
æ +

+=

+++÷
ø
ö

ç
è
æ +

-÷
ø
ö

ç
è
æ +

+=

+++++=+++++

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

zyzyx

zyzyzyx

zyzyzyx

zyzyzyzyx

zyzyzyzyx

zyzyxzyxzyxzyxyx

 

 等号成立は，連立方程式
ïî

ï
í
ì

=+

=
+

+

0

0
2

3

zy

zyx
の解より， zyx -== のとき 
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(4) 

 

( ){ }

( )
( ) ( ) ( ){ }

0
9
1

222222
9
1

333
9
1

33

222

222

2222
2222

³

-+-+-=

---++=

++-++=÷
ø
ö

ç
è
æ ++

-
++

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

accbba

cabcabcba

cbacbacbacba

 

 
2222

33
÷
ø
ö

ç
è
æ ++

³
++

\
cbacba  

等号成立は cba == のとき 

62 

(1) 

 
( ) ( )22

2222

42

20842084

-+-=

+-+-=+--+

yx

yyxxyxyx

　　　　　　　　　　
 

 ( ) ( ) 042 22 =-+-\ yx  2=\ x ， 4=y  

(2) 

 

2
2

22
2

2222

8
7

4
32

2
8
9

4
32

2
2
32232

yyx

yyyx

yxyxyxyx

+÷
ø
ö

ç
è
æ +=

+-÷
ø
ö

ç
è
æ +=

+÷
ø
ö

ç
è
æ +=++

　　　　　　　

　　　　　　　  

0
8
7

4
32 2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ +\ yyx  

連立方程式

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

=+

0
8
7

0
4
3

2y

yx
を解くことにより， 0== yx  

(3) 

 
( )

( ) ( )22

2222

2

444422

++-=

+++-=++-+

yyx

yyyxyxyyx

　　　　　　　　　　
 

( ) ( ) 02 22 =++-\ yyx  2-==\ yx  
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(4) 

 

( )

( )

( )

( )2
2

2
2

222

2
22

2222

3
4
3

2
1

96
4
3

2
1

4
282041

2
1

75
2

1
2

1

75175

-+÷
ø
ö

ç
è
æ -

-=

+-+÷
ø
ö

ç
è
æ -

-=

+-+--
+÷

ø
ö

ç
è
æ -

-=

+-+÷
ø
ö

ç
è
æ -

-÷
ø
ö

ç
è
æ -

-=

+-+--=++-+-

yyx

yyyx

yyyyx

yyyyx

yyxyxxyyxyx

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

 

( ) 03
4
3

2
1 2

2

=-+÷
ø
ö

ç
è
æ -

-\ yyx  

連立方程式
ïî

ï
í
ì

=-

=
-

-

03

0
2

1

y

yx
を解くことにより， 1=x ， 3=y  

63 

( ) ( )
( )

( )
0

2

222

2222

2

22

2222

222222
22

³

-=

+-=

++-+=

++-+=+-÷
ø
öç

è
æ +

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

ba

bbaa

bbaaba

bbaabababa

より， 

 これと 02 22 ³+ ba ， 0³+ ba より， 

222 baba +£+ （等号成立は ba = のとき） 

( ) ( )

0
2

2 2222
2

222

³

=

+-++=÷
ø
öç

è
æ +-+

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　 ba

babbaababa

 

これと 022 ³+ ba ， 0³+ ba より， 

baba +£+ 22 （等号成立は 0=ab のとき） 
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64 

解法 1 

0>a ， 0>b であるから，相加平均≧相乗平均より， 

 

ab

baabab
ba

1
2
1

2
12

2
1

2
1

2

=

×³+=
+

　　　　　　　

 

 
abab

ba 1
2

³
+

\ （等号成立は，
ab 2

1
2
1
= ，すなわち ba = のとき） 

 両辺の逆数をとることにより， ab
ba

ab
£

+
2

（等号成立は ba = のとき） 

 補足 

  相加平均³相乗平均のみでなく，
相乗平均相加平均

11
£ にも注目 

解法 2 

 

( )

( )

( )

0
4

4
4

1
4

1
2

22

2

22

2

22

222

³

-
=

-+
=

-
+

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷

ø
ö

ç
è
æ +

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

ba
ba
ba

abba

abba
ba

abab
ba

 

 0>a ， 0>b より， 0
2

>
+
ab
ba

， 01
>

ab
 

 よって，
abab

ba 1
2

³
+

（等号成立は ba = のとき） 

 両辺の逆数をとることにより， ab
ba

ab
£

+
2

（等号成立は ba = のとき） 
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65 

ポイント 

まず ba <<0 ， 2=+ ba を満たす適当な数を用いて大小関係を調べる。 

たとえば，
2
1

=a ，
2
3

=b とすると，
4
3

=ab ，
2
522 =+ ba より， 

小さい方から ab，1， 22 ba + となることがわかる。 

よって， abと 1，1 と 22 ba + の間で成り立つ大小関係を示せばよい。 
解 

( )

( )2
2

1

12

211

-=

+-=

--=-

a

aa

aaab

　　　

　　　  

ここで， ba <<0 ， 2=+ ba より， 10 << a  01 >-\ ab  

 1£\ab  

 

( )

( )
0

112

342

121

2

2

2222

>
+-=

+-=

--+=-+

　　　　　

　　　　　

　　　　　

a

aa

aaba

 

 よって， 221 baab +<<  
66 

 abba 2³+ （等号成立は ba = のとき） ・・・① 

 bccb 2³+ （等号成立は cb = のとき） ・・・② 

 caac 2=+ （等号成立は ac = のとき） ・・・③ 
 ①×②×③より， ( )( )( ) abcaccbba 8³+++ （等号成立は cba == のとき） 
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(1) 

 0>a であるから，相加平均≧相乗平均より， 816216
=×³+

a
a

a
a  

 等号成立は，
a

a 16
= かつ 0>a より， 4=a のとき 

(2) 

 0,0 >> ba であるから，相加平均≧相乗平均より， abba 2³+  

 これと 12=ab より， 34122 =³+ ba  

 等号成立は， ba = かつ 34=+ ba より， 32== ba  
(3) 

 0,0 >> ba であるから，相加平均≧相乗平均より， abba 6232 ³+  

 これと 2432 =+ ba より， 2462 £ab  
3

2
£\ ab  

 よって，
3
4

£ab  

 等号成立は， ba 32 = かつ 2432 =+ ba より，
3

22,2 == ba のとき 

 ゆえに， abは，
3

22,2 == ba のとき，最大値
3
4
をとる。 

68 

(1) 

 
( )

( )( )11
11

--=
+--=+-+

ba
baabbaab

　　　　　　　
 

 ここで， 1<a ， 1<b より， 11 <<- a ， 11 <<- b  01<-\a ， 01<-b  

 よって， ( ) 01 >+-+ baab  

 ゆえに， baab +>-1  

(2) 
 1<a ， 1<b より， 1<ba  

 これと abba = より， 1<ab  

 1<ab ， 1<c だから，(1)の不等式を利用すると， cabcab +>+× 1  ・・・① 

 (1)の不等式より， baab +>+ 1  ・・・② 

 ①＋②より， bacabababc +++>+++ 11  cbaabc ++>+\ 2  
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69 

(1) 

ポイント 

 4,3,2,1 ==== dcba とすると，
4
1

=
d
a

，
2
3

=
b
c

3
2

=
+
+
db
ca

，
8
3

=
bd
ac

より， 

 小さい方から順に
b
c

db
ca

bd
ac

d
a ,,,

+
+

なる。 

解 

 

( ) ( )
( )

( )
0>

+
-

=

+
+-+

=
+
+

-

　　　　　

　　　　　
dbb
abcd

dbb
cabdbc

db
ca

b
c

  

db
ca

b
c

+
+

>\  ・・・① 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0>
+

-+-
=

+
+-+

=-
+
+

　　　　　　

　　　　　　
dbbd

abcdcdab
dbbd

dbaccabd
bd
ac

db
ca

  

bd
ac

db
ca
>

+
+

\  ・・・② 

 
( )

0>

-
=

-
=-

　　　　

　　　　
bd
bca

bd
abac

d
a

bd
ac

  

d
a

bd
ac

>\  ・・・③ 

 ①，②，③より，小さい順に並べると，
b
c

db
ca

bd
ac

d
a ,,,

+
+  
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(2) 

ポイント 

2,1 == ba とすると，
2
3

2
=

+ ba
， 2=ab ，

3
42

=
+ ba
ab

，
2
5

2

22
=

+ ba  

2 乗して，大小関係を調べることにより， 

小さい方から順に
2

,
2

,,2 22 babaab
ba

ab ++
+

となることがわかる。 

解 
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これと 0
2
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>
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2
>
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より，
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>

+
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ø
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これと 0
2
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， 0>ab より， abba
>

+
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 これと 0>ab ， 02
>

+ ba
ab

より，
ba

abab
+

>
2

 ・・・③ 

  ①，②，③より，小さい順に並べると，
2

,
2

,,2 22 babaab
ba

ab ++
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