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式と証明 演習問題 
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 展開式の一般項は 
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 60 ££ p ， 60 ££ q ， 60 ££ r ， 6=++ rqp ， 72 =+ qp より， 

( ) ( )0,5,1,, =rqp ， ( )1,3,2 ， ( )2,1,3  

よって， 7x の項の係数を cを用いて表すと， 
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 これと 7x の項の係数が 288- であることから， 
288120480192 2 -=++ cc  ( ) 02120 2 =+\ c  

よって，定数 cの値は 2-  
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 整式 baxxxx ++-+ 234 の 4x の項の係数は 1 だから，ある 2次式の 2x の係数は 1 である。 
 そこで，ある 2 次式を qpxx ++2 とおくと， 
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baxxxx ++-+ 234 と ( ) 22234 222 qpqxxqppxx +++++ は恒等式だから， 

各項の係数が等しい。 

よって， 
p21=  ・・・① 

qp 21 2 +=-  ・・・② 
pqa 2=  ・・・③ 
2qb =  ・・・④ 

①，②より，
2
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=p ，
8
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-=q  

 これらを③，④に代入することにより，
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=b  
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(1) 
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 よって， ( )( ) ( )22222 byaxyxba +³++ （等号成立は bxay = のとき） 

補足：コーシー・シュワルツの不等式 
,,, 321 aaa と ,,, 321 xxx との間に次の不等式が成り立つ。 
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1  +++³++++++ xaxaxaxxxaaa  

 等号成立は ===
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 コーシー・シュワルツの不等式は不等式処理を楽にする手段だからマスターすべき。 

(2) 

 123 =+ yx より，
2
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 これを 22 yx + に代入すると， 
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 よって，
13
3

=x ，
13
2

2

1
13
33

=
+×-

=y のとき，最小値
13
1
をとる。 
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(3) 

解法 1：(1)補足のコーシー・シュワルツの不等式で解く 

 コーシー・シュワルツの不等式より， ( ) ( )( )22222 3232 yxyx ++£+  

 これと 122 =+ yx より， ( ) 1332 2 £+ yx  133213 £+£-\ yx  

 等号成立は
32
yx

= かつ 122 =+ yx より，
13
2

±=x ，
13
3

±=y のときである。 

 よって， yx 32 + は，
13
2

=x ，
13
3

=y のとき，最大値 13 をとる。 

解法 2：実数条件から解く 

 kyx =+ 32 （ kは実数）とすると，
3

2xky -
=  

 これと 122 =+ yx より， 1
3

2 2
2 =÷
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 よって， 09413 22 =-+- kkxx  
 これを xについての 2 次方程式と見ると， xは実数だから， 

判別式をDとすると， ( ) 091399134
4

222 ³×+-=--= kkkD
 1313 ££-\ k  

 よって， kの最大値は 13 であり， 

このとき 0413413 2 =+- xx より， ( ) 0213
2
=-x  
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=\ x  

また，
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3

3
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=
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ゆえに， 

13
2

=x ，
13
3

=y のとき， yx 32 + は最大値 13 をとる。 
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 等号成立は
ab

ab 6
= （ 0>ab ）のとき，すなわち 6=ab のとき 
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 Qを 52 2 +x で割った商をH とすると， 

 条件より， ( ) 4752 2 -++= xHxQ  ・・・① 

 H を 253 2 ++ xx で割った商を I とすると， 
 条件より， ( ) 83253 2 ++++= xIxxH  ・・・② 

 ②を①に代入し，右辺を整理していくと， 
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 よって，Qを 253 2 ++ xx で割った余りは 328 +x  

6 
 5=++ zyx  ・・・① 

 153 -=-+ zyx  ・・・② 

 ①＋②より， 1024 -=+ yx  52 --=\ xy  ・・・③ 

 ③を①に代入し，整理すると， 10+= xz  ・・・④ 

 ③，④を 2222 5=++ czbyax に代入し，左辺を xについて整理することにより， 

 xについての恒等式 ( ) ( ) ( ) 25425204 2 =++++++ cbxcbxcba が得られる。 

各項の係数が等しいから， 

04 =++ cba ， 0=+ cb ， 14 =+ cb  

これを解くことにより， 1=a ，
3
1

-=b ，
3
1

=c  

7 

(1) 

 ( ) ( ) ( ) abbababac 2222222 =+-+=+-  

 ここで， ba, は正の数だから， 0>ab  ( ) 0222 >+-\ bac  

 ゆえに， 222 cba <+  
(2) 

ポイント 

 (1)では， cba =+ は 1 次式， 222 cba <+ は 2 次式 
 したがって， cba =+ の両辺を 2 乗し，2 次式にすれば 

222 cba <+ に代入することができた。 

 (2)では， 222 cba =+ は 2 次式， 333 cba <+ は 3 次式だから， 

 222 cba =+ の両辺を 3 乗， 333 cba <+ を 2 乗すればよい。 
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 cba ,, は正の数だから， 333 cba <+ Û ( ) ( )23233 cba <+  

 よって， ( ) ( )23233 cba <+ を示せばよい。 

解 
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 ( ) ( )23233 cba <+\  

cba ,, は正の数だから， 033 >+ ba ， 03 >c  

よって， 333 cba <+  


