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複素数と方程式 3 解と係数の関係 
 

数の分類 

 

 

 

 

 

 

 

数（複素数） bia +  

 

 

 

 

自然数の世界：加・乗が常に可能 

整数の世界：加・減・乗が常に可能 

有理数の世界：加・減・乗・除（0 で割ることを除く）が常に可能 

任意の 2 つの有理数の差を限りなく小さくとっても，その間に無数の有理数がある。 

これを有理数の稠密性という。 

無理数の世界：有理数ならば分数で表せる。よって，分数で表せないなら有理数ではない。 

       分数で表せない数を無理数という。 

実数の世界：有理数と無理数をあわせて実数という。 

有理数と無理数により，数直線上の数の隙間がなくなる。 

これを実数の連続性という。 

虚数の世界：実数ならば，負の実数の平方根は存在しないが， 

虚数の世界では，負の実数の平方根が存在する。 

数（複素数）の世界：実数と虚数をまとめて数（複素数）という。 

      

 

 

 

 

 

 

 

実数 ( )0=b  

虚数 ( )0¹b （ 0=a の虚数を純虚数という） 

無理数 

有理数 
整数 

分数 

正の整数（自然数） 
0 
負の整数 

合成数 

素数 

1 
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(1) 

 他の解をa とおくと，解と係数の関係より， 

2
10

2
1

-=+ a  
2

11
-=\a  ・・・① 

22
1 p

=a  a=\ p  ・・・② 

①，②より，
2

11
-=p  

(2) 

 他の解をa とおくと，解と係数の関係より， 

 pi -=++ a31  a---=\ ip 31  ・・・① 

 ( ) 431 =+ ai   
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 よって， i31-=a  
 これを①に代入すると， 

( )
2

3131
-=

----=
　　

iip  
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補足 
 2 次以上の方程式 ( ) 0=xf が bia + （ 0¹b ）を解にもつならば， 

 その共役複素数 bia - も ( ) 0=xf の解である。 

 解説 

 これを理解するには，以下の複素数の性質について知っておく必要がある。 

 複素数 zの共役複素数は zで表すという約束がある。 

したがって， bia +=a ならば bia -=a ， qip +=b ならば qip -=b となる。 

性質 1 

xが実数とすると xx =  

証明 

bia +=a ， bia -=a において， 0=b のとき， a==aa  

 性質 2 

aa mm =  
証明 

( )

( )
a

a

m
biam
mbima
mbima

biamm

=
-=
-=
+=

+=

　　　

　　　

　　　

　　　

 

 性質 3 

baba ±=±  

証明 
( ) ( )iqbpa +±+=+ ba より， 

( ) ( )
( ) ( )

ba

ba

±=

-±-=
+±+=±

　　　

　　　 qipbia
iqbpa
 

 性質 4 

  

( )
( )
( ) abiba

abiba

bia

2

2
22

22

22

--=

+-=

+=

　　

　　

a

 

  一方， ( ) ( ) ( ) abibabia 22222 --=-=a  

  よって， ( )22 aa =  
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たとえば，方程式 023 =+++ dcxbxax が虚数解a をもつならばa も解であるが， 
これを性質 1 から 4 を使って示すと， 

 023 =+++ dcba aaa より， 023 =+++ dcba aaa  

 性質 1 より 00 = だから， 023 =+++ dcba aaa  

 左辺を，性質 2 と性質 3 を使って変形すると， 

dcba

dcbadcba

+++=

+++=+++

aaa

aaaaaa
23

2323

　　　　　　　　　　

 

さらに，性質 4 を使って変形すると， ( ) ( ) dcbadcba +++=+++ aaaaaa 2323  

023 =+++ dcba aaa だから， ( ) ( ) 023 =+++ dcba aaa  

これは，3 次方程方程式 023 =+++ dcxbxax がa を解にもつことを示している。 

 よって，虚数a が 3 次方程式 023 =+++ dcxbxax の解ならばa も解である。 
 では， n次方程式 001

2
2

2
2

1
1 =++++++ -

-
-

- axaxaxaxaxa n
n

n
n

n
n  （ ,3,2=n ） 

が虚数a を解にもつならばa も解であることを自分で確認しよう。 

107 

 i32 + とその共役複素数 i32 - が解だから，解と係数の関係より， 
 ( ) aii -=-++ 3232  4=\a  

 ( )( ) bii =-+ 3232  13=\b  

108 

 (1) 

解法 1：解と係数の関係を利用する方法 
与式について，解と係数の関係より 2=+ ba ， 7=ab  

A=+ 2a ， B=+ 2b とおくと，求める方程式は A， Bを解にもつ 2 次方程式だから， 

 その 1 つは ( ) 02 =++- ABxBAx と表せる。 
 これと 64 =++=+ baBA ， ( )( ) ( ) 154222 =+++=++= baabbaAB より， 

 求める方程式は 01562 =+- xx  
解法 2：解と係数の関係を利用しない方法（発展的） 

 A=+ 2a とおくと 2-= Aa  

これと 0722 =+- aa より， ( ) ( ) 07222 2 =+--- AA  01562 =+-\ AA  

 B=+ 2b とおいて，同様に処理すると， 01562 =+- BB  

 これは，2 次方程式 01562 =+- xx の解が Aと B，すなわち 2+a と 2+b であることを示

している。 よって，求める 2 次方程式は 01562 =+- xx  
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(2) 

解法 1：解と係数の関係を利用する方法 
与式について，解と係数の関係より 2=+ ba ， 7=ab  

A=- a2 ， B=- b2 とおくと，求める方程式は A， Bを解にもつ 2 次方程式だから， 

 その 1 つは ( ) 02 =++- ABxBAx と表せる。 
 これと ( ) ( ) 4222 -=+-=-+-=+ babaBA ， ( ) 28422 ==-×-= abbaAB より， 

 求める方程式は 02842 =++ xx  
解法 2：解と係数の関係を利用しない方法（発展的） 

 A=- a2 とおくと
2
A

-=a  

これと 0722 =+- aa より， 07
2

2
2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ-×-÷

ø
ö

ç
è
æ-

AA
 ( ) 0284

4
1 2 =++\ AA  

 B=- b2 とおいて，同様に処理すると， ( ) 0284
4
1 2 =++ BB  

 これは，2 次方程式 02842 =++ xx の解が Aと B，すなわち a2- と b2- であることを示

している。 

よって，求める 2 次方程式は 01562 =+- xx  
(3) 

解法 1：解と係数の関係を利用する方法 
与式について，解と係数の関係より 2=+ ba ， 7=ab  

A=2a ， B=2b とおくと，求める方程式は A， Bを解にもつ 2 次方程式だから， 

 その 1 つは ( ) 02 =++- ABxBAx と表せる。 

 これと ( ) 102222 -=-+=+=+ abbabaBA ， ( ) 49222 === abbaAB より， 

 求める方程式は 049102 =++ xx  
解法 2：解と係数の関係を利用しない方法（発展的） 

 A=2a とおくと A±=a  

これと 0722 =+- aa より， 072 =+± AA  

よって， AA ±=+ 7 Þ ( ) ( )22 27 AA ±=+ Û AAA 449142 =++ Û 049102 =++ AA  

 B=2b とおいて，同様に処理すると， 049102 =++ BB  

 これは，2 次方程式 049102 =++ xx の解が Aと B，すなわち 2a と 2b であることを示し

ている。 

よって，求める 2 次方程式は 049102 =++ xx  
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109 

 0552 =+- xx の解は，解の公式より，
2

55 +
=x ，

2
55 -  

 
2

55 +
の小数部分について 

  352 << Û 355525 +<+<+  

Û ( )
2
18

2
155

2
17 ´<´+<´  

Û 4
2

555.3 <
+

<  

  よって，
2

55 +
の整数部分は 3 

  これより，
2

55 +
の小数部分は

2
513

2
55 +-

=-
+  

 
2

55 +
の小数部分について 

  352 << Û 253 -<<-  
Û ( ) ( ) ( )255535 -+<-+<-+  

Û ( )
2
13

2
155

2
12 ´<´-<´  

Û 5.1
2

551 <
-

<  

  よって，
2

55 -
の整数部分は 1 

  これより，
2

55 -
の小数部分は

2
531

2
55 -

=-
-  

 したがって，
2

51+-
と

2
53 -
を解とする 2 次方程式を作ればよい。 

 たとえば， 0
2
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2
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=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è
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-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +-
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2
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と

2
53 -
を解にもつ。 
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÷
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Û 0252 =-+- xx  

 よって， 0252 =-+- xx  
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 02 =++ baxx の解をa ， b とすると，解と係数の関係より， 
a-=+ ba  ・・・① 

b=ab  ・・・② 

 062 =-++ abxx は 1+a と 1+b を解にもつから，解と係数の関係より， 
( ) ( ) b-=+++ 11 ba  b-=++\ 2ba  ・・・③ 

( )( ) 611 -=++ aba  61 -=+++\ abaab  ・・・④ 

①を③に代入し，整理すると， 2=- ba  ・・・⑤ 

①，②を④に代入し，整理すると， 62 =- ba  ・・・⑥ 

⑤，⑥を解くことにより， 4=a ， 2=b  

別解 

 1+a ， 1+b を解にもつ 2x の係数が 1 の 2 次方程式Û 062 =-++ abxx  

 より，108 に示した方法で， 1+a と 1+b を解にもつ 2x の係数が 1 の 2 次方程式を作り， 

 062 =-++ abxx と係数比較すればよい。 
111 

 022 =+- pxx の解をa ， b とすると，解と係数の関係より， 
p=+ ba  ・・・① 2=ab  ・・・② 

 052 =+- qxx は ba + とab を解にもつから，解と係数の関係より， 
5=++ abba  ・・・③ 

( ) q=+ abba  ・・・④ 

①，②を③に代入し，整理すると， 3=p  ・・・⑤ 

①，②を④に代入し，整理すると， qp =2  ・・・⑥ 

⑤，⑥を解くことにより， 3=p ， 6=q  

112 
 もとの正しい 2 次方程式の解をa と b とすると，その 2 次方程式は ( )( ) 0=-- ba xx を，

すなわち ( ) 02 =++- abba xx  ・・・① を満たす。 

A 君が 02 =+- qpxx を満たす方程式を解いたとすると， 
1 次の項は正しく読んだから ba +=p  

これと，A 君が解いた方程式の解と係数の関係より， ( ) 6143143 -=--++-=p  
よって， 6-=+ ba  ・・・② 

B 君が 02 =+- srxx を満たす方程式を解いたとすると， 
定数項は正しく読んだから ab=q  

これと，B 君が解いた方程式の解と係数の関係より， 551 =×=q  

よって， 5=ab  ・・・③ 

①，②，③より，もとの正しい 2 次方程式は 0562 =++ xx  5-=\ x ， 1-  
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(1) 

 

( )( )
( )( )( )
( )( )( )( )　（イ）（ウ）　　　　　　

　（ア）　　　　　　

2211

211

2123
2

2224

+-+-=

-+-=

--=+-

xxxx

xxx

xxxx

 

(2) 

 

( )( )
( )( )( )
( )( )( )( )　（ウ）　　　　　　

　（イ）　　　　　　

　（ア）

ixixxx

xxx

xxxx

+-+-=

++-=

+-=--

333232

133232

1332376
2

2224

 

(3) 

 
( )
( )( )2222

424
22

2224

+++-=

-+=+

xxxx

xxx

　　　

　（ア）（イ） 

 続いて ( )( )2222 22 +++- xxxx を複素数の範囲で因数分解する。 

 方法 1： 02 =++ cbxax の解を ba , とすると， ( )( )ba --=++ xxacbxax 2  

  0222 =+- xx の解を ba , とすると， ( )( )ba --=+- xxxx 222  

  0222 =+- xx の解は，解の公式により， ix ±=-±= 111  
  よって， ( ){ } ( ){ } ( )( )ixixixixxx +---=--+-=+- 1111222  

  同様にして， ( ){ } ( ){ } ( )( )ixixixixxx ++-+=---+--=++ 1111222  

  ゆえに， ( )( ) ( )( )( )( )ixixixixxxxx ++-++---=+++- 11112222 22  

 方法 2： ( )( ) 22 babiabia +=-+  

  

( )( ) ( ){ }( ){ }
( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }
( )( )( )( )ixixixix

ixixixix
xxxxxx

++-++---=
++-++---=

+++-=+++-

1111
1111

11112222 2222

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　  

 方法 1 または 2 により， 

 ( )( )( )( )ixixixixx ++-++---=+ 111144  （ウ） 
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(1)～(3)共通 

 判別式をDとすると， 

( )

( )( )91
910

43
4

2

2

--=
+-=

--=

mm
mm

mmD

　　

　　  

 解と係数の関係より， ( )32 -=+ mba ， m4=ab  

(1) 
 0>D ， 0>+ ba ， 0>ab  

0>D より， 1<m ， 9>m  ・・・① 
0>+ ba より， 3>m  ・・・② 

 0>ab より， 0>m  ・・・③ 

 ①かつ②かつ③より， 9>m  

(2) 
0>D ， 0<+ ba ， 0>ab  

0>D より， 1<m ， 9>m  ・・・① 
0<+ ba より， 3<m  ・・・② 

 0>ab より， 0>m  ・・・③ 

 ①かつ②かつ③より， 10 << m  

(3) 
0>D ， 0<ab  

0>D より， 1<m ， 9>m  ・・・① 
 0<ab より， 0<m  ・・・② 

 ①かつ②より， 0<m  
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(1)～(3)共通 

 判別式をDとすると， 

5

52
4

2

22

+-=

+-=

m

mmD

　　

 

 解と係数の関係より， m2-=+ ba ， 52 2 -= mab  

(1) 
 0>D ， ( ) ( ) 011 >-+- ba ， ( )( ) 011 >-- ba  

0>D より， 052 >+- m  55 <<-\ m  ・・・① 
( ) ( ) 011 >-+- ba  

これと ( ) ( ) 22211 --=-+=-+- mbaba より， 022 >-- m  1-<\m  ・・・② 

( )( ) 011 >-- ba  

これと 

( )( ) ( )

( )
( )( )212

22

422

1252

111

2

2

2

+-=
-+=

-+=

++-=

++-=--

mm
mm

mm

mm

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

baabba

 

より， ( )( ) 021 >+- mm  2-<\m ， 1>m  ・・・③ 

①かつ②かつ③より， 25 -<<- m  
(2) 
 0>D ， ( ) ( ) 011 <-+- ba ， ( )( ) 011 >-- ba  

0>D より， 052 >+- m  55 <<-\ m  ・・・① 
( ) ( ) 011 <-+- ba  

これと ( ) ( ) 2211 --=-+- mba より， 022 >-- m  1->\m  ・・・② 

( )( ) 011 >-- ba  

これと ( )( ) ( )( )21211 +-=-- mmba より， ( )( ) 021 >+- mm  2-<\m ， 1>m  ・・・③ 

①かつ②かつ③より， 51 <<m  
(3) 
 0>D ， ( )( ) 011 <-- ba  

0>D より， 052 >+- m  55 <<-\ m  ・・・① 
( )( ) 011 <-- ba  

これと ( )( ) ( )( )21211 +-=-- mmba より， ( )( ) 021 <+- mm  12 <<-\ m  ・・・② 

①かつ②より， 12 <<- m  
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 与式の 2x の係数が 3 であることから，条件より， 
 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ba --=+-+--+-+ xxxxxxxx 3122111  

 2=x を代入すると， ( )( )ba --= 2233 より， ( )( ) 122 =-- ba  

 ( )( ) ( )( )2222 --=-- baba だから， ( )( ) 122 =-- ba  ( )( ) 1
22

1
=

--
\

ba
 ・・・① 

 1=x を代入すると， ( )( )ba --=- 1132 より， ( )( )
3
211 -=-- ba  

 ( )( ) ( )( )1111 --=-- baba だから， ( )( )
3
211 -=-- ba  ( )( ) 2

3
11

1
-=

--
\

ba
 ・・・② 

 1-=x を代入すると， ( )( )ba ----= 1136 より， ( )( ) 211 =---- ba  

 ( )( ) ( )( )1111 ++=---- baba だから， ( )( ) 211 =++ ba  ( )( ) 2
1

11
1

=
++

\
ba

 ・・・③ 

 ①＋②＋③より， ( )( ) ( )( ) ( )( ) 2
1

2
31

11
1

11
1

22
1

+÷
ø
ö

ç
è
æ-+=

++
+

--
+

-- bababa
 

 よって， ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0
11

1
11

1
22

1
=

++
+

--
+

-- bababa
 

117 

(1) 

 0222 =-+-- yxxyx とおき， xについて整理すると， 

( ) 02212 =-++- yxyx  

解の公式より， 

( ) ( )

( )

( )
2

31
2

31
2

31

2
961

2
22411

2

2

2

-±+
=

-±+
=

-±+
=

+-±+
=

--+±+
=

yy

yy

yy

yyy

yyy
x

　　

　　

　　

　　

 

 1-=\ yx ，2 

 よって， ( ) 02212 =-++- yxyx は ( ) ( ){ } 012 =--- yxx と表せる。 

 ゆえに， ( ) ( )( )122212 +--=-++- yxxyxyx  
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(2) 

 01252 22 =-+++- yxyxyx とおき， xについて整理すると， 

 ( ) 012152 22 =-++-- yyxyx  

 解の公式より， 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

4
1315

4
1315

4
1915

4
12915

4
918915

4
1281515

2

2

2

2

22

-±-
=

-±-
=

-±-
=

+-±-
=

+-±-
=

-+--±-
=

yy

yy

yy

yyy

yyy

yyyy
x

　　

　　

　　

　　

　　

 

 12 -=\ yx ，
2

1+y  

 よって， ( ) 012152 22 =-++-- yyxyx は ( ){ } 0
2

1122 =÷
ø
ö

ç
è
æ +

---
yxyx と表せる。 

 ゆえに， ( )( )12121252 22 --+-=-+++- yxyxyxyxyx  

118 

(1) 
 3=+ yx  ・・・① を 7-=++ xyyx に代入すると， 

73 -=+ xy  10-=\xy  ・・・② 

 ここで， yx, を解とする tについての方程式は ( )( ) 0=-- ytxt と表せる。 

 これを展開すると ( ) 02 =++- xytyxt となり，これと①，②より， 

 yx, を解とする tについての方程式 01032 =-- tt が得られる。 

 これと ( )( )521032 -+=-- tttt より， ( )( ) 052 =-+ tt  2-=\t ，5 
 よって， ( ) ( )5,2, -=yx ， ( )2,5 -  

補足 

 上記の方法を理解することができた後は， 
3=+ yx  ・・・① を 7-=++ xyyx に代入すると， 73 -=+ xy  10-=\xy  ・・・② 

 ①，②より， yx, を解とする tについての方程式は 01032 =-- tt と表せる。 

 これと ( )( )521032 -+=-- tttt より， ( )( ) 052 =-+ tt  2-=\t ，5 
 よって， ( ) ( )5,2, -=yx ， ( )2,5 -  と解けばよい。 
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別解 
 3=+ yx より， 3+-= xy  

 これを 7-=++ xyyx に代入すると， ( ) ( ) 733 -=+-++-+ xxxx  01032 =--\ xx  

 これと ( )( )521032 -+=-- xxxx より， ( )( ) 052 =-+ xx  \ 2-=x ，5 
 これと 3+-= xy より， ( ) ( )5,2, -=yx ， ( )2,5 -  

(2) 

 1322 =+ yx より， ( ) 1322 =-+ xyyx  132 +±=+\ xyyx  

 これと 6=xy  ・・・① より， 

 5±=+ yx  ・・・② 

 ①，②より， yx, を解とする tについての方程式は 

 0652 =+- tt または 0652 =++ tt と表せる。 
 これと ( )( )32652 --=+- tttt ， ( )( )32652 ++=++ tttt より， 
 ( )( ) 032 =-- tt または ( )( ) 032 =++ tt  

 よって， ( ) ( )3,2, =yx ， ( )2,3 ， ( )3,2 -- ， ( )2,3 --  

119 

 076 22 =++--+ kyxyxyx とおき， xについて整理すると， 

 ( ) 0761 22 =++--+ kyyxyx  

 解の公式より， 

 

( ) ( ) ( )

2
1430251

2
76411

2

22

+--±+-
=

++---±--
=

kyyy

kyyyy
x

　　

 

 よって， ( ) 0761 22 =++--+ kyyxyx は 

 0
2

1430251
2

1430251 22

=
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ +--++-
-

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ +---+-
-

kyyy
x

kyyy
x と表せる。 

したがって， 

kyxyxyx ++--+ 76 22 を因数分解すると 

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ +--++-
-

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ +---+-
-

2
1430251

2
1430251 22 kyyy

x
kyyy

x  

となる。 
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これが yx, の 1 次式の積となるには， 

143025 2 +-- kyy が完全平方式であればよい。 

( )
( ){ }
( ) 8435

14935

143025143025

2

2

22

---=

+---=

+--=+--

ky

ky

kyykyy

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

より， 

084 =-- k のとき，すなわち 2-=k のとき， ( ) ( )22 351243025 -=+-×-- yyy  

よって， 2-=k のとき 

( ) ( )

( ) ( )
÷
ø
ö

ç
è
æ -±+-

-÷
ø
ö

ç
è
æ -+-

-=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -++-
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ --+-
-=

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ -++-
-

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ --+-
-

2
351

2
351

2
351

2
351

2
351

2
351 22

yyxyyx

yy
x

yy
x

yy
x

yy
x


　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

 ゆえに， 2-=k のとき、与式は ( )( )1223 +--+ yxyx に因数分解できる。 

補足：赤色枠の別解 

 143025 2 +-- kyy は完全平方式であるためには， 

0143025 2 =+-- kyy が重解をもてばよい。 

たとえば，重解をa とすると， 0143025 2 =+-- kyy は ( )( ) 0=-- aa yy  

 すなわち ( ) 02 =-ay と表せるからである。 

 重解条件は，判別式をDとすると， 0=D  

これと ( ) ( )2100142515
4

2 +=+--= kkD
より， ( ) 02100 =+k  2-=\k  

 このとき， ( ) ( )22 351243025 -=+-×-- yyy  


