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複素数と方程式 5 高次方程式 
138 

(1) 

( ) 234 3 -+= xxxP とし， 

( )xP に
数最高次の項の係数の約

定数項の約数
を代入すると値が 0 になるものを調べると 0

2
1

=÷
ø
ö

ç
è
æP  

よって、 ( )xP は 12 -x を因数にもつ 

この因数で ( )xP を割ると，商は 22 2 ++ xx だから， ( ) ( )( )2212 2 ++-= xxxxP  

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 012 =-x または 022 2 =++ xx  
2
1

-=\ x ，
4

151 i±-  

(2) 

( ) 272 23 +-= xxxP とし， 

( )xP に
数最高次の項の係数の約

定数項の約数
を代入すると値が 0 になるものを調べると 0

2
1

=÷
ø
ö

ç
è
æ-P  

よって、 ( )xP は 12 +x を因数にもつ 

この因数で ( )xP を割ると商は 242 +- xx だから， ( ) ( )( )2412 2 +-+= xxxxP  

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 012 =+x または 0242 =+- xx  
2
1

=\ x ， 22 ±  

(3) 

( ) 1103 23 +-= xxxP とし， 

( )xP に
数最高次の項の係数の約

定数項の約数
を代入すると値が 0 になるものを調べると 0

3
1

=÷
ø
ö

ç
è
æP  

よって、 ( )xP は 13 -x を因数にもつ 

この因数で ( )xP を割ると商は 132 -- xx だから， ( ) ( )( )1313 2 ---= xxxxP  

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 013 =-x または 0132 =-- xx  
2
1

=\ x ， 22 ±  

(4) 
( ) ( )( )( ) 234321 ××----= xxxxP とおくと， ( ) 05 =P  

よって， ( )xP は 5-x を因数にもつ 

( ) ( )( )( )
30116

234321
23 -+-=

××----=

xxx

xxxxP

　　　
 

より， ( )xP を 5-x で割った商は 62 +- xx  \ ( ) ( )( )65 2 +--= xxxxP  

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 05 =-x または 062 =+- xx  5=\ x ，
2

231 i±  
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別解 
( ) ( )( )( ) 234321 ××----= xxxxP とおくと， ( ) 05 =P  

よって， ( )xP は 5-x を因数にもつ 

ここで tx =- 5 とおくと， 5+= tx より， 
( )( )( ) ( )( )( )

( )269

269

24234234321

2

23

++=

++=

-+++=××----

ttt

ttt

tttxxx

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　  

tを 5-x に戻すことにより， ( ) ( )( )65 2 +--= xxxxP  

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 05 =-x または 062 =+- xx  5=\ x ，
2

231 i±  

(5) 

( ) ( ) ( ) 622 222 ----= xxxxxP とおくと， 

( ) ( ){ }( ){ }
( )( )
( )( )( )2231

2232

2232

2

22

22

+--+=

+---=

+---=

xxxx

xxxx

xxxxxP

　　　

　　　  

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 01 =+x または 03 =-x または 0222 =+- xx  

1-=\ x ，3， i±1  

(6) 

( ) 124 ++= xxxP とおくと， 

( ) ( )
( ){ }( ){ }
( )( )11

11

1

22

22

222

+++-=

++-+=

-+=

xxxx

xxxx

xxxP

　　　

　　　  

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 012 =+- xx または 012 =++ xx  

2
31 ix ±

=\ ，
2

31 i±-  

(7) 

 ( ) ( )( ) 159515 22 ++-+-= xxxxxP とおくと， 

( ) ( ){ }( ){ }
( ) ( )
( ){ }( ){ }
( )( )
( )( )( )( )3241

6545

6545

245105

159515

22

22

222

22

----=
+-+-=

+-+-=

+-+-=

++-+-=

xxxx
xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxP

　　　

　　　

　　　

　　　

 

求める解は ( ) 0=xP の解だから， 01=-x または 02 =-x または 03 =-x または 04 =-x  

 \ 1=x ，2，3，4 
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139  

w は 13 =x の解だから， 13 =w  

また， 13 =x より， 013 =-x  
これと ( )( )111 23 ++-=- xxxx より， ( )( ) 011 2 =++- xxx  

よって， 01=-x または 012 =++ xx  

このうち 012 =++ xx の解は
2

31 i±-
すなわち虚数である。 

 よって，w は 012 =++ xx を満たす。すなわち 012 =++ ww  
 以上より，1 の 3 乗根のうち，虚数であるものをw とすると， 

13 =w ， 012 =++ ww  
(1) 

 ( ) 11 32336 ++=++ wwww  

これと 13 =w より， 3136 =++ ww  
(2) 

 
( ) 1

11
3223

32648

+×+×=

+×+×=++

wwww

wwwwww

　　　　　　
 

ここで 13 =w より， 

11 248 ++=++\ wwww  

012 =++ ww より， 0148 =++ ww  
(3) 

 
( ) ( ) wwww

wwwwww

×+×=

×+×=+ ××

3332663

3332663100200

　　　　　　
 

ここで 13 =w より， 

wwww +=+ 2100200  

これと 012 =++ ww より， 

1100200 -=+ ww  
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 1=x ，2 は 043 234 =-++- bxaxxx を満たすから， 

 0411131 234 =-×+×+×- ba  6=+\ ba  ・・・① 

 0422232 234 =-×+×+×- ba  63 =+\ ba  ・・・② 
 ①かつ②を解くことにより， 0=a ， 6=b  

 よって，解くべき方程式は 0463 34 =-+- xxx であり， 
 これが 1 と 2 を解にもつことから，因数定理より， 

463 34 -+- xxx は ( )( )21 -- xx を因数にもつ。 

これと 463 34 -+- xxx を ( )( )21 -- xx すなわち 232 +- xx で割った商が 22 -x より， 

( )( )( )221463 234 ---=-+- xxxxxx  

よって， ( )( )( ) 0221 2 =--- xxx の解で 1 と 2 以外の解を求めればよい。 

ゆえに， 2±  
141 

ポイント 1 

 bia + が解ならばその共役複素数 bia - も解である。 

 解と係数の関係 3～4 ページ参照 http://www.toitemita.sakura.ne.jp/4step/n4step2-2-3.pdf 

ポイント 2 

 3 次方程式 023 =+++ dcxbxax の解を gba ,, とすると， 

 因数定理より， ( )( )( )gba ---=+++ xxxadcxbxax 23  

dcxbxax +++ 23 と ( )( )( )gba --- xxxa は恒等式であり， 

これと ( )( )( ) ( ) ( ) abggabgabgbagba axaxaaxxxxa -+++++-=--- 23 より， 
( )gba ++-= ab ， ( )gabgab ++= ac ， abgad -=  

よって，
a
b

-=++ gba ，
a
c

=++ gabgab ，
a
d

-=abg  

解 

 i23 + が解だから，その共役複素数 i23 - も解である。 

 もう 1 つの解をa とおくと， 

 解と係数の関係より， 
 ( ) ( ) 52323 =+-++ aii  1-=\a  ・・・① 

( )( ) ( ) ( ) aiiii =-+++-+ 23232323 aa  a=+\ a613  ・・・② 

( )( ) bii -=-+ 2323a  b-=\ a13  ・・・③ 

①，②，③より， 

7=a ， 13=b ，他の解は 1- ， i23 -  

 

 

 



4STEP 数学Ⅱ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

5 

別解 1 

 ix 23 += を解にもつ 2 次方程式は， ( ) ( )22 23 ix =- より， 01362 =+- xx  

 baxxx ++- 23 5 を 1362 +- xx で割ると，商と余りは ( ) 137,1 -+-+ bxax となるから， 

 ( )( ) ( ) 13711365 223 -+-+++-=++- bxaxxxbaxxx  ・・・① 

 ix 23 += は 05 23 =++- baxxx と 01362 =+- xx の解だから， 
 ix 23 += を①に代入すると， ( )( ) 013237 =-++- bia  13,7 ==\ ba  

 これを①に代入すると， ( )( )11361375 223 ++-=++- xxxxxx  

 よって，他の解は 01 =+x の解，すなわち 1-=x  

別解 2 

 i23 + は 05 23 =++- baxxx を満たすから， 
( ) ( ) ( ) 02323523 23 =++++-+ biaii  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( )

( )iaba
aibaiii

baiaiiiiibiaii

142343
23412953654827

23212352363232323523 223323

-+-+=
+++-+--+-=

+++++-+×++=++++-+

　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　

 より， ( ) 0142343 =-+-+ iaba  

 よって， 0343 =-+ ba かつ 0142 =-a  7=\a ， 13=b  ・・・（答） 

 これより 01375 23 =++- xxx であり， 1-=x はこれを満たすから， 

 1375 23 ++- xxx は 1+x を因数にもつ。 

 これと 1375 23 ++- xxx を 1+x で割ると商が 1362 +- xx であることから， 
 ( )( )13611375 223 +-+=++- xxxxxx  

 よって， ( )( ) 01361 2 =+-+ xxx  1-=\ x ， i23 ±  

 ゆえに，他の解は 1- ， i23 -  ・・・（答） 

142 

 他の解をa とおくと，解と係数の関係より， 

 a-=++ 22a  4--=\ aa  ・・・① 

 b=+×+ aa 2222  44 +=\ ab  ・・・② 
 ( )20322 +-=×× aa  2034 --=\ aa  ・・・③ 

 ①かつ②かつ③より， 4=a ， 28-=b ，他の解 8-=a  

別解 

 他の解をa とおくと， 20323 ++++ abxaxx は ( )22-x と a-x を因数にもつ。 

 よって， ( ) ( )a--=++++ xxabxaxx 223 2203  

20323 ++++ abxaxx と ( ) ( )a-- xx 22 は恒等式であり， 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) aaa

aa

4444

442
23

22

-++--+=

-+-=--

xxx

xxxxx

　　　　　　　
 

より， 4--= aa ， 44 += ab ， a4203 -=+a  

これを解くことにより， 4=a ， 28-=b ，他の解 8-=a  
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解法 1：例題 13 の解法 

 ( ) axaxx --++ 43 23 は xの 3 次式， aの 1 次式である。 

 因数分解は次数の低い文字について整理するのが鉄則であるから， 

 ( ) axaxx --++ 43 23 を aについて整理し，因数分解を試みると， 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ){ }
( )( )axxx

xxax
xxxxa
xxxxa

xxxxaaxaxx

++-=

++-=
+-+-=
-++-=

-++-=--++

41

41
411
431

43143

2

2

2323

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

 

 よって，方程式は ( )( ) 041 2 =++- axxx  

【1】1 以外の重解をもつとき 

 042 =++ axx が 1 以外の重解をもつことである。 

 判別式をDとすると aD
-= 4

4
 

これと重解条件 0=D より， 04 =- a  4=\a  

 また，重解をa とすると，解と係数の関係より，
1
4

-=+ aa  

これとa は実数であることから，重解a は 2-  

よって，適する。 

補足 
  虚数解が重解をもつ 2 次方程式は ( )( ) 0=++++ biaxbiax の形となり， 

  ( )( ) ( ) ( )22 2 biaxbiaxbiaxbiax ++++=++++ より，実係数の方程式とならない。 

【2】1 が重解のとき 

 ( )( ) 041 2 =++- axxx より， 01=-x の解は 1 だから， 

 042 =++ axx の 1 つの解が 1 で他の解が 1 でなければよい。 

 まず 1=x が 042 =++ axx を満たすことが必要であるから， 

 01412 =+×+ a  5-=\a  

  このとき， 042 =++ axx は 0542 =-+ xx となり， 
  これと ( )( )51542 +-=-+ xxxx より， ( )( ) 051 =+- xx  

  よって，解は 1 と 5- となり，適する。 

【1】，【2】から， 4=a ， 5-  
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解法 2：解と係数の関係を利用 
 重解をa ，他の解を b とおくと， 

 解と係数の関係より， 
 3-=++ baa  32 --=\ ab  ・・・① 

 4-=×+×+× aabbaaa  422 -=+\ aaba  ・・・② 

 a=×× baa  a=\ ba 2  ・・・③ 

①を③に代入すると， 

( ) a=-- 322 aa  23 32 aa --=\a  ・・・④ 

①，④を②に代入すると， 

( ) 432322 232 ---=--+ aaaaa  ( ) 0232 3 =+-\ aa  

これと ( ) ( )2123 23 +-=+- aaaa より， ( ) ( ) 021 2 =+- aa  2-=\a ，1 
これと①，③より， ( ) ( )4,1,2,, -=aba ， ( )5,5,1 --  

これは条件を満たす。 

ゆえに， 4=a ， 5-  

144 

 求める長さ，すなわち立方体の 1 辺の長さを x cm とすると， 

条件より， ( )( )( ) 35.1211 xxxx =+-+ （ 0>x ） ( )( )( ) 332112 xxxx =+-+\ （ 0>x ） 

これを xについて整理すると， 0424 23 =++- xxx （ 0>x ） 
( )( ) 0222 2 =---\ xxx （ 0>x ） 

よって， xは 02 =-x または 222 -- xx を満たす正の数 

2=\ x ， 31+  

ゆえに，2cm または 31+ cm 
145 

 求める複素数を bia + とすると，条件より， ( ) ibia 682 +=+  

 左辺を展開すると， iabiba 68222 +=+-  
  よって， 

822 =- ba  ・・・① 

62 =ab  
a

b 3
=\  ・・・② 

②を①に代入すると， 83 2
2 =÷

ø
ö

ç
è
æ-
a

a  098
2

24
=

--
\

a
aa  

 これと ( )( )9198 2224 -+=-- aaaa より， ( )( ) 091 22 =-+ aa  

 aは実数だから， 3-=a ，3 
 これと②より， ( ) ( )1,3, --=ba ， ( )1,3  

 ゆえに， i--3 ， i+3  
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解と係数の関係より， 
3=++ gba ， 2-=++ gabgab ， 7-=abg  

(1) 

 

7
2

7
2

111

=

-
-

=

++
=++

　　　　　　

　　　　　　

abg
abagbg

gba

 

(2) 

 

( ) ( )
( )

13
223

2
2

2222

=
-×-=

++-++=++

　　　　　　　

　　　　　　　

gabgabgbagba

 

(3) 

解法 1： gba ,, が 0723 23 =+-- xxx であることを利用して次数下げ 

 条件より， 

 0723 23 =+-- aaa  ・・・① 
 0723 23 =+-- bbb  ・・・② 

 0723 23 =+-- ggg  ・・・③ 

 ①＋②＋③より， 

 ( ) ( ) 02123 222333 =+++-++-++ gbagbagba  

 よって， 

 

( ) ( )

24
2132133

2123 222333

=
-×+×=

-+++++=++

　　　　　　　

　　　　　　　

gbagbagba
 

解法 2：因数分解の公式 ( )( )cabcabcbacbaabccba ---++++=-++ 222333 3 を利用 

( )( )
( ) ( ){ }

( ){ } ( )
24

732133
3

3
222

222333

=
-×+--×=

+++-++++=

+---++++=++

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　 abggabgabgbagba

abggabgabgbagbagba

 

(4) 

解法 1： a-x ， b-x ， g-x が 723 23 +-- xxx の因数であることを利用 

 条件より， a-x ， b-x ， g-x は 723 23 +-- xxx の因数だから， 

( )( )( )gba ---=+-- xxxxxx 723 23  

xに 1 を代入することにより， ( )( )( )gba ---=+×-×- 111712131 23  
よって， ( )( )( ) 3111 =--- gba  
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解法 2： ( )( )( ) ( ) ( ) abggbagbagba -+++++-=--- tttttt 23 を利用 

( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

3
7231

111111 23

=
---+-=

-++×+++×-=---

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

abggabgabgbagba
 

解法 3：展開して整理 

 

( )( )( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )
( )

( ) ( )
3

7231
1
1

11111

=
---+-=

-+++++-=
-++-++-=

++--=---

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

abggabgabgba
abggbaabggb

bggbagba

 

(5) 

解法 1： 3=++ gba と ( )( )( )gba ---=+-- xxxxxx 723 23 を利用 
 3=++ gba より， ( )( )( ) ( )( )( )bagaggbba ---=+++ 333  ・・・① 

( )( )( )gba ---=+-- xxxxxx 723 23 の xに 3 を代入すると， 

( )( )( )gba ---=+×-×- 333732333 23  
( )( )( ) 1333 =--- gba  ・・・② 

①，②より， ( )( )( ) 1=+++ aggbba  

解法 2： 3=++ gba と ( )( )( ) ( ) ( ) abggbagbagba -+++++-=--- tttttt 23 を利用 

( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( ) ( )
1

7233927
333

333
23

=
---×+×-=

-+++++-=

---=+++

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　 abggabgabgba

bagaggbba

 


