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複素数と方程式 演習問題 
8 
 biaz += （ ba, は実数， 0>b ）とおき，条件式に代入すると， 

 ( ) ( ) 0
2
122 =+++×++× ibiaibiai  

 これと 
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 より， 

( ) ( ){ } 01
2
112 22 =×-++++- ibaab  

 よって， 

 ( ) 0
2
112 =++- ab  

b
a

4
11=+\  ・・・①（ 0¹b ） 

 ( ) 01 22 =-+ ba  ・・・② 

 ①を②に代入して整理すると， 0
16
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4
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-
b
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 0161 4 =-\ b  

 これと ( )( )( )bbbb 212141161 24 +-+=- より， ( )( )( ) 0212141 2 =+-+ bbb  

 よって， 0>b より，
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 このとき，①より，
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9 
解と係数の関係より， 1=+ ba ， 1-=ab  

また， 012 =--aa ， 012 =-- bb  

(1) 

解法 1：解と係数の関係 
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解法 2：次数下げと解と係数の関係 

012 =--aa ， 012 =-- bb より， 12 +=aa ， 12 += bb  

よって， 
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(2) 

解法 1 

 012 =--aa と 012 =-- bb の両辺にそれぞれ 3a と 3b をかけると， 

0345 =-- aaa ， 0345 =-- bbb  
345 aaa +=\ ， 345 bbb +=  

 よって， 
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解法 2 
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(3) 
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10 

(1) 

( ) axax ++- 23 33 を aについて整理し，因数分解すると， 
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より， 

( )( ) 031 2 =--- aaxxx  

よって， 01=-x または 03 2 =-- aaxx  

したがって，条件より， 03 2 =-- aaxx が 1 でない異なる 2 つの実数解をもてばよい。 

03 2 =-- aaxx について，解が 1 でないから， 1=x は 03 2 =-- aaxx を満たさない。 

すなわち 0113 2 ¹-×-× aa  
2
3

¹\a  ・・・① 

また，判別式をDとすると， ( ) ( )12342 +=-××-= aaaaD  
これと 0>D より， ( ) 012 >+aa  ・・・② 

①かつ②より， 12-<a ，
2
30 << a ， a<

2
3  

(2) 

【1】3 重解をもつとき（「同じ 3 つの実数解」と解釈できるので不要かも？） 

  03 2 =-- aaxx が重解 1 をもつから， 

  解と係数の関係より
3

11 a-
-=+  6=\a  ・・・① 

  判別式をDとすると， ( ) ( )12342 +=-××-= aaaaD  

  これと 0=D より， 0=a ， 12-  ・・・② 

  ①と②を同時に満たす aは存在しない。 

【2】1 つの実数解と 2 つの虚数解をもつとき 

  実数解は 1 であり， 03 2 =-- aaxx は虚数解をもつから， 0<D  012 <<-\ a  
【1】，【2】より， 012 <<- a ，実数解は 1 
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11 

 判別式をDとすると， baD 42 -=  

 これと 0>D より， 042 >- ba  ・・・① 
( ) 0=xf の解が ba , であることから， 

解と係数の関係は， 
a-=+ ba  ・・・② 

b=ab  ・・・③ 

 ( ) 0=xf の解が 22 , ba であることから， 

解と係数の関係は， 

a-=+ 22 ba  ( ) a-=-+\ abba 22 ・・・④ 

b=22ba  ・・・⑤ 

②，④より， 

( ) aa -=-- ab22  022 =-+\ abaa  ・・・⑥ 

③，⑤より， bb =2  ( ) 01 =-\ bb  

よって，bの値は 0，1 

【1】 0=b のとき 

 0== bab と⑥より， 02 =+ aa  ( ) 01 =+\ aa  
 ( ) ( )0,0, =\ ba ， ( )0,1-  

 このうち①を満たすのは ( ) ( )0,1, -=ba  

【2】 1=b のとき 

 1== bab と⑥より， 022 =-+ aa  ( )( ) 021 =+-\ aa  
 ( ) ( )1,1, =\ ba ， ( )1,2-  

 いずれも①を満たさない。 

よって，【1】，【2】より， 1-=a ， 0=b  
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12 相反方程式 

(1) 

 0=x のとき左辺＝1，右辺＝0 

 よって， 0=x は解ではない。すなわち 0¹x  

 そこで，両辺を 2x で割ると， 01454
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より， 

03141 2

=+÷
ø
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ç
è
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ø
ö

ç
è
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x
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x
x  

ここで t
x

x =+
1

おくことにより， 

0342 =+- tt  
(2) 

( )( )31342 --=+- tttt より， ( )( ) 031 =-- tt  1=\ t ，3 

【1】 1=t のとき 

 11
=+

x
x  011

=-+\
x

x  

これと
x

xx
x

x -+
=-+

111 2
より， 012 =+- xx  

2
31 ix ±

=\  

【2】 3=t のとき 

 31
=+

x
x  031

=-+\
x

x  

これと
x

xx
x

x 3131 2 -+
=-+ より， 0132 =+- xx  

2
53 ±

=\ x  

【1】，【2】より，解は
2

31 i±
，

2
53 ±  
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相反方程式とその解き方 
相反方程式 

整式の方程式を降べきの順あるいは昇べきの順に整理したとき， 

係数が左右対称となる方程式 

逆数方程式ともいう。 

 

相反方程式の分類 

0234 =++++ abxcxbxax  ( )0¹a     ・・・①（偶数次の相反方程式） 

02345 =+++++ abxcxcxbxax  ( )0¹a  ・・・②（奇数次の相反方程式） 

解き方は，方程式が偶数次（①）と奇数次（②）で異なる。 

相反方程式の解き方 

注意  

0=x が相反方程式の解でないことを示してから， 

 偶数次あるいは奇数次の相反方程式を解く作業に入ること。 

 1．偶数次の相反方程式（①）の解き方 

0234 =++++ abxcxbxax  
↓ 両辺を 2x ( )0¹x で割る。 

0
2

2 =++++
x
a

x
bcbxax  

↓ 係数について整理する。 

011
2

2 =+÷
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ö
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è
æ ++÷

ø
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æ + c
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=+÷
ø
ö

ç
è
æ ++

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-÷
ø
ö

ç
è
æ + c
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↓ y
x

x =+
1

とおき， yについての 2 次方程式にする。 

( ) 022 =++- cbyya  

022 =+-+ cabyay  

¯  

解 yと
x

xy 1
+= から解 xを求める。 
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2．奇数次の相反方程式（②）の解き方 

解き方のポイント：因数分解し，偶数次の相反方程式をつくる。 

abxcxcxbxax +++++ 2345 に 1-=x を代入すると， 
0=+-+-+- abccba となるから， 

02345 =+++++ abxcxcxbxax は 1-=x を解にもつ。 

すなわち， abxcxcxbxax +++++ 2345 は 1+x で割り切れる。 
よって， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }axbaxcbaxbaaxxabxcxcxbxax ++-++-++-++=+++++ 2342345 1  

ゆえに， 

02345 =+++++ abxcxcxbxax は， 
( ) ( ) ( ) ( ){ } 01 234 =++-++-++-++ axbaxcbaxbaaxx  

と変形できる。 

よって， 

1-=x 以外の解は， 

偶数次の相反方程式： ( ) ( ) ( ) 0234 =++-++-++-+ axbaxcbaxbaax  

を解いて求めればよい。 

重要 

x
x 1
+ には， 0>x の条件が付けられていることがよくあるので注意しなければならない。 

たとえば， 

x
xy 1
+= ( )0>x のとき， cabyay +-+ 22 ( )0>a の最小値を求めよ。 

といった問題では， 

相加平均≧相乗平均より， 2121
=×³+=

x
x

x
xy だから， 

2³y の範囲で最小値を求めなければならない。 

 ともかく， 

正の数が出てきたら，条件反射的に「相加平均≧相乗平均」を意識しよう。 
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13 

解法 1 

a
1

=A ，
b
1

=B ，
g
1

=C とおくと，
A
1

=a ，
B
1

=b ，
C
1

=g  

これと gba ,, が 0103 =++ xx を満たすことから， 

01011
3

=++
AA

 

両辺に 3A をかけ，整理すると 0110 23 =++ AA  

同様にして， 0110 23 =++ BB ， 0110 23 =++ CC  
これは方程式 ( ) 0110 23 =++ xxk （ kは 0 でない実数）の解が CBA ,,  

すなわち
gba
1,1,1
であることを示している。 

したがって，たとえば 1=k とすると，方程式 0110 23 =++ xx ができる。 
解法 2 
解と係数の関係より， 0=++ gba ， 1=++ gabgab ， 10-=abg  

gba
1,1,1
を解とする方程式は 0111
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 より， 

gba
1,1,1
を解とする方程式は 0

10
1

10
1 23 =÷

ø
ö

ç
è
æ ++ xxk  

したがって，たとえば 10=k とすると，方程式 0110 23 =++ xx ができる。 
 

 

 

 


