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図形と方程式 6 円と直線 
192 

解法 1 

共有点をもつときの kの値の範囲 
 円の中心 ( )0,0 と直線 03 =+- kyx の距離が円の半径 5 以下であればよいから， 

 
( )

5
13 22

£
-+

k
 105£\ k  

 ゆえに， 105105 ££- k  
接するときの kの値と接点の座標 

( )
5

13 22
=

-+

k
より， 105±=k  

したがって，接線の方程式は 01053 =+- yx と 01053 =-- yx  

円の中心を O， 01053 =+- yx と円との接点を P とすると， 

OP は 01053 =-- yx と垂直だから，直線 OP は原点を通る傾き
3
1

- の直線である。 

よって，その式は xy
3
1

-=  

ゆえに，接点 P の座標は連立方程式
ï
î

ï
í

ì

-=

=--

xy

yx

3
1

01053
を解くことにより， ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

2
10,

2
103  

01053 =-- yx と円との接点を Q とすると， 

接点 Q の座標も同様にして求めることにより，Q ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

2
10,

2
103  

補足 

接点の座標を求めるだけでよいならば， 01053 =±- yx と xy
3
1

-= の交点より， 

接点の x座標は 0105
3
13 =±÷

ø
ö

ç
è
æ-- xx  

2
103

±=\ x  

これを xy
3
1

-= に代入することにより，接点の y座標は
2
10

=y  

ゆえに，接点の座標は ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
±

2
10,

2
103

  
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解法 2 

共有点をもつときの kの値の範囲 

 共有点の座標は連立方程式
î
í
ì

+=
=+
kxy

yx
3

2522

の解である。 

共有点の x座標は kxy += 3 を 2522 =+ yx に代入して得られる xについての 2 次方程式 

( ) 253 22 =++ kxx を解くことにより求められる。 

ここで， ( ) 253 22 =++ kxx を整理すると， 025610 22 =-++ kkxx  

この判別式をDとすると，方程式は実数解をもつから，実数解条件より， 

( ) 025025109
4

222 ³+-=--= kkkD
 105105 ££-\ k  

また，このとき yも実数解をもつ。 

よって， 105105 ££- k  
接するときの kの値と接点の座標 

0=D のとき接するから， 105±=k  

025610 22 =-++ kkxx の重解をa とすると，解と係数の関係より，
10
62 k

-=a  

よって， 

2
103

10
3

=

-= ka
 

このとき 

 

2
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105
2
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3
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

ky a

 

 ゆえに，接点の座標は ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
±

2
10,

2
103

  
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193 

(1) 

解法 1：円の中心と直線の距離と円の半径から解く 

 122 =+ yx ， 0=+-- kyx より， 

円の中心と直線の距離は
( ) ( ) 211 22

kk
=

-+-
，円の半径は 1 

 よって， 

1
2
>

k
，すなわち kk <-< 2,2 のとき共有点の数は 0 

1
2
=

k
，すなわち 2±=k のとき共有点の数は 1 

1
2
<

k
，すなわち ,22 <<- k のとき共有点の数は 2 

解法 2：判別式の利用 

 kxy +-= を 122 =+ yx に代入して整理すると， 0122 22 =-+- kkxx  

 共有点の数は xの実数解の数で決まるから，判別式をDとすると， 2
4

2 +-= kD
より， 

 022 <+- k のとき，すなわち kk <-< 2,2 のとき共有点の数は 0 

022 =+- k のとき，すなわち 2±=k のとき共有点の数は 1 

 022 >+- k のとき，すなわち ,22 <<- k のとき共有点の数は 2 
(2) 

解法 1：円の中心と直線の距離と円の半径から解く 

 ( ) 42 22 =++ yx ， 02 =+- ykx より， 

円の中心と直線の距離は
( )
( ) 1

4

1

220
222 +

=
-+

+--×

kk

k
，円の半径は 2 

 よって， 

2
1

4
2

>
+k

，すなわち ,33 <<- k のとき共有点の数は 0 

2
1

4
2

=
+k

，すなわち 3±=k のとき共有点の数は 1 

2
1

4
2

<
+k

，すなわち kk <-< 3,3 のとき共有点の数は 2 
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解法 2：判別式の利用 

 2+= kxy を 0422 =++ yyx に代入して整理すると， ( ) 01281 22 =+++ kxxk  

 共有点の数は xの実数解の数で決まるから，判別式をDとすると， ( )34
4

2 -= kD
より， 

032 <-k のとき，すなわち ,33 <<- k のとき共有点の数は 0 

032 =-k のとき，すなわち 3±=k のとき共有点の数は 1 
032 >-k のとき，すなわち kk <-< 3,3 のとき共有点の数は 2 

194 

ポイント 

(1) 

解法 1：円の接線の公式を利用 
 接点の座標を ( )ba, とすると，接線の方程式は 4=+ byax  

 これが点 ( )2,4 を通るから， 424 =+ ba  22 +-=\ ab  ・・・① 

 ( )ba, は 422 =+ yx 上の点だから， 422 =+ ba  ・・・② 

 ①，②より， ( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

5
6,

5
8,2,0, ba  

 これと接線の方程式 4=+ byax より， 

接点の座標が ( )2,0 のとき，接線の方程式は 2=y  

接点の座標が ÷
ø
ö

ç
è
æ -

5
6,

5
8

のとき，接線の方程式は 534 =- yx  

解法 2：円外の点から円に引いた 2 本の接線の接点を結ぶ直線（極線）の方程式を利用 

 点 ( )2,4 から 422 =+ yx に引いた 2 接線の接点の座標をそれぞれ ( )11 , yx ， ( )22 , yx  
とすると，それぞれの接線の方程式は 411 =+ yyxx ， 422 =+ yyxx であり， 

いずれも点 ( )2,4 を通るから， 424 11 =+ yx ， 424 22 =+ yx  

よって， ( )11 , yx ， ( )22 , yx が 424 =+ yx ，すなわち 22 =+ yx 上の点である。 

これと ( )11 , yx ， ( )22 , yx が 422 =+ yx 上の点であることから， 

( )11 , yx ， ( )22 , yx は 22 =+ yx と 422 =+ yx の交点である。 

よって，連立方程式
î
í
ì

=+

=+

4

22
22 yx

yx
を解くことにより，接点の座標は ( ) ÷

ø
ö

ç
è
æ -

5
6,

5
8,2,0  

これと接線の方程式より， 
接点の座標が ( )2,0 のとき，接線の方程式は 2=y  

接点の座標が ÷
ø
ö

ç
è
æ -

5
6,

5
8

のとき，接線の方程式は 534 =- yx  
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解法 3：円の中心と接線の距離＝円の半径 
 点 ( )2,4 を通る接線の方程式を nmxy += とすると， nm += 42 より， 24 +-= mmxy  

円の中心と接線の距離は円の半径と等しいから 2
1

24
2

=
+

-

m

m
 

2
22 1224 ÷

ø
öç

è
æ +=-\ mm  

 これを解くと，
3
4,0=m  

 0=m のとき 
接線の方程式は 2=y  

  2=y は 422 =+ yx を満たすから， 442 =+x  0=\ x  
  ゆえに，接点の座標は ( )2,0  

 
3
4

=m のとき 

  接線の方程式は
3

10
3
4

-= xy  

  
3

10
3
4

-= xy は 422 =+ yx を満たすから， 4
3

10
3
4 2

2 =÷
ø
ö

ç
è
æ -+ xx  

5
8

=\ x  

  ゆえに，接点の座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ -

5
6,

5
8  

解法 4：判別式の利用 
 接線の方程式を nmxy += とすると，点 ( )2,4 を通ることから， nm += 42  

 よって， 24 +-= mmxy  

 これを 422 =+ yx に代入して整理すると， ( ) ( ) 016162421 2222 =-+--+ mmxmmxm  

 判別式をDとすると， 0=D より， ( ) 0434
4

=--= mmD
 

3
4,0=\m  

0=m のとき 
 24 +-= mmxy より，接線の方程式は 2=y  

  2=y は 422 =+ yx を満たすから， 442 =+x  0=\ x  
  ゆえに，接点の座標は ( )2,0  

 
3
4

=m のとき 

  接線の方程式は
3

10
3
4

-= xy  

  
3

10
3
4

-= xy は 422 =+ yx を満たすから， 4
3

10
3
4 2

2 =÷
ø
ö

ç
è
æ -+ xx  

5
8

=\ x  

  ゆえに，接点の座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ -

5
6,

5
8  
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(2) 

(1)の解法 1 で解く 
 接点の座標を ( )ba, とすると，接線の方程式は 10=+ byax  

 これが点 ( )4,2- を通るから， 1042 =+- ba  52 -=\ ba  ・・・① 

 ( )ba, は 1022 =+ yx 上の点だから， 1022 =+ ba  ・・・② 
 ①，②より， ( ) ( ) ( )3,1,1,3, -=ba  

 これと接線の方程式 10=+ byax より， 

接点の座標が ( )1,3- のとき，接線の方程式は 103 =+- yx  

接点の座標が ( )3,1 のとき，接線の方程式は 103 =+ yx  

(1)の解法 2 で解く 

 点 ( )4,2- から 1022 =+ yx に引いた 2 接線の接点の座標をそれぞれ ( )11 , yx ， ( )22 , yx  
とすると，それぞれの接線の方程式は 1011 =+ yyxx ， 1022 =+ yyxx であり， 

いずれも点 ( )4,2- を通るから， 442 11 =+- yx ， 1042 22 =+- yx  

よって， ( )11 , yx ， ( )22 , yx は 1042 =+- yx ，すなわち 52 =+- yx 上の点である。 

これと ( )11 , yx ， ( )22 , yx が 1022 =+ yx 上の点であることから， 

( )11 , yx ， ( )22 , yx は 52 =+- yx と 1022 =+ yx の交点である。 

よって，連立方程式
î
í
ì

=+

=+-

10

52
22 yx

yx
を解くことにより，接点の座標は ( ) ( )3,1,1,3-  

これと接線の方程式より， 
接点の座標が ( )1,3- のとき，接線の方程式は 103 =+- yx  

接点の座標が ( )3,1 のとき，接線の方程式は 103 =+ yx  
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解説 

円の接線の公式 

1．円 222 ryx =+ 上の点 ( )11 , yx における接線の方程式は 2
11 ryyxx =+  

証明 
222 ryx =+ の中心を O，円周上の点 A ( )11 , yx における接線を l， l上の A でない任意の

点を P ( )yx,  とすると，三角形 OAP は∠A＝90°，OP を斜辺とする直角三角形だから， 

三平方の定理より， 222 APOAOP +=  

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ){ }yyxxryx

yyxxrryx

yyxxyxryx

yyyyxxxxr

yyxxyx

11
222

11
2222

11
2

1
2

1
222

2
11

22
11

22

2
1

2
1

222

2

2

2

22

OA

+-++=

+-+++=

+-++++=

+-++-+=

-+-+=+\

 

2
11 ryyxx =+\  

これは A ( )11 , yx についても成り立つ。 

ゆえに，接線 lの方程式は 2
11 ryyxx =+  

 

 

x

y

O

( )yx,P  

( )11 ,A yx  



4STEP 数学Ⅱ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

9 

2．円 ( ) ( ) 222 rbyax =-+- 上の点 ( )11 , yx における接線の方程式は 

( )( ) ( )( ) 2
11 rbybyaxax =--+--  

証明 
222 ryx =+ 上の点 ( )',' 11 yx における接線の方程式は 2

11 '' ryyxx =+  
222 ryx =+ 上の点を x軸方向に a， y軸方向にb平行移動して点を ( )YX , すると， 

byYaxX +=+= , より， bYyaXx -=-= ,  

これを 222 ryx =+ に代入することにより， ( ) ( ) 222 rbYaX =-+-  
( )YX , も xy座標平面上の点だから，これを ( )yx, に書き直すことにより， 

222 ryx =+ を x軸方向に a， y軸方向にb平行移動した円の方程式は 

( ) ( ) 222 rbyax =-+-  ・・・① 
2

11 '' ryyxx =+ 上の点を x軸方向に a， y軸方向にb平行移動した点を ( )',' YX ， 

このとき接点 ( )',' 11 yx は ( ) ( ) 222 rbyax =-+- 上の点 ( )11 , yx に移動したとすると， 
byYaxX +=+= ',' より， bYyaXx -=-= ','  

byyaxx +=+= ',' 1111 より， byyaxx -=-= 1111 ','  

これを 2
11 '' ryyxx =+ に代入することにより， ( )( ) ( )( ) 2

11 '' rbYbyaXax =--+--  
( )',' YX を ( )yx, に書き直すことにより， 

2
11 '' ryyxx =+ を x軸方向に a， y軸方向にb平行移動した接線の方程式は 

( )( ) ( )( ) 22
1

2
1 rbybyaxax =--+--  ・・・② 

①，②より， ( ) ( ) 222 rbyax =-+- 上の点 ( )11 , yx における接線の方程式は 

( )( ) ( )( ) 22
1

2
1 rbybyaxax =--+--  
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極線：円外の点から円に引いた 2 本の接線の接点を通る直線 

円Cの方程式を ( ) ( ) 222 rbyax =-+- ，C外の点を P ( )ba , とし， 
P からCに引いた 2 つの接線の接点を A ( )11 , yx ，B ( )22 , yx とすると， 

 それぞれの接線の方程式は 

 ( )( ) ( )( ) 2
11 rbybyaxax =--+-- ， ( )( ) ( )( ) 2

22 rbybyaxax =--+--  

 両接線は点 P を通るから， 

( )( ) ( )( ) 2
11 rbbyaax =--+-- ba ， ( )( ) ( )( ) 2

22 rbbyaax =--+-- ba  
これは，A ( )11 , yx ，B ( )22 , yx が 

( )( ) ( )( ) 2rbbyaax =--+-- ba 上の点であることを示している。 

よって， 

円Cの方程式を ( ) ( ) 222 rbyax =-+- ，C外の点を P ( )ba , とし， 
P からCに引いた 2 つの接線の接点を A ( )11 , yx ，B ( )22 , yx とすると， 

直線 AB の方程式は ( )( ) ( )( ) 2rbybaxa =--+-- ba  

 

x

y

O

( )ba ,P  ( )11 ,A yx  

( )22 ,B yx  

( )ba,C  

( )( ) ( )( ) 2
11 rbybyaxax =--+--  

( )( ) ( )( ) 2
22 rbybyaxax =--+--  

極線 ( )( ) ( )( ) 2rbybaxa =--+-- ba  
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195 

( ) ( ) 1333 22 =-++ yx より，円の中心の座標は ( )3,3-  

よって，点 ( )0,1- と円の中心 ( )3,3- を通る直線の傾きは ( ) 2
3

13
03

-=
---

-  

求める接線はこの直線に垂直で点 ( )0,1- を通るから， ( ){ }1
3
2

--= xy  0232 =+-\ yx  

196 

(1) 
 接線の方程式を kxy += 2 とおくと， 

 接点の x座標は ( ) ( ) 042422 22 =-+++++ kxxkxx  

すなわち ( ) 0445225 22 =-++++ kkxkx の重解である。 

よって，判別式をDとすると， ( ) ( ) 04544552
4

222 =+-=-+-+= kkkkD
 53±=\k  

53=k のとき 
接線の方程式は 532 += xy  

( ) 0445225 22 =-++++ kkxkx の重解をa とすると， 

解と係数の関係より
( )

5
5222 +

-=
ka  

5
556

5
52 +

-=
+

-=\
ka  

よって，接点の x座標は
5

565 --  

これを 532 += xy に代入することにより，接点の y座標は
5

5310 +-  

ゆえに，接点の座標は ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +---
5

5310,
5

565  

53-=k のとき 
 接線の方程式は 532 -= xy  

 接点の座標は， 53=k のときと同様にして， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ --+-
5

5310,
5

565  
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(2) 
 接線の方程式を mxy = とおくと， 

 接点の x座標は ( ) 08622 =+-+ xmxx すなわち ( ) 0861 22 =+-+ xxm の重解である。 

 よって，判別式をDとすると， ( ) 018189
4

22 =+-=+-= mmD
 

4
2

±=\m  

 
4
2

=m のとき 

  接線の方程式は xy
4
2

=  

  ( ) 0861 22 =+-+ xxm の重解をa とすると， 

解と係数の関係より
1

62
2 +

=
m

a  
3
8

8
9
3

1
3

2 ==
+

=\
m

a  

よって，接点の x座標は
3
8  

これを xy
4
2

= に代入することにより，接点の y座標は
3

22  

  ゆえに，接点の座標は ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

3
22,

3
8  

 
4
2

-=m のとき 

  接線の方程式は xy
4
2

-=  

  接点の座標は，
4
2

=m のときと同様にして， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

3
22,

3
8  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4STEP 数学Ⅱ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

13 

197 極線の方程式 
 A ( )11 , yx ，B ( )22 , yx とすると， 

 A を接点とする接線の方程式は 2511 =+ yyxx  

 B を接点とする接線の方程式は 2522 =+ yyxx  

 いずれも点 ( )7,1- を通るから， 

 ( ) 2571 11 =×+-× yx  257 11 =+-\ yx  

 ( ) 2571 22 =×+-× yx  257 22 =+-\ yx  

 これは，A，B が直線 257 =+- yx 上の点であることを示している。 

 ゆえに，直線 AB の方程式は 257 =+- yx である。 

198 

(1) 

 円の半径は，点 ( )0,3 と直線 0234 =-- yx の距離だから，
( )

2
34

20334
22

=
-+

-×-×
 

 よって， ( ) 43 22 =+- yx  

(2) 
 x軸と接する半径 3 の円の中心の y座標は 3 だから，円の中心を ( )3,a とおくと， 

 01=-+ yx と ( )3,a の距離は円の半径，すなわち 3 だから， 3
11

13
22
=

+

-+a
 232 ±-=\a  

 よって， ( ) ( ) 93232 22
=-+-+ yx ， ( ) ( ) 93232 22

=-+++ yx  

 

x

y

O

3  

232 +-  232 --  

1=+ yx  
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(3) 
 円の中心の座標を ( )aa 3, とすると， 

円の半径は， ( )aa 3, と直線 02 =+ yx の距離と等しいから，
5
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32
22

aaa
=
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+
 

よって，円の方程式は ( ) ( )
2

22

5

5
3 ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=-+-

a
ayax ，すなわち ( ) ( ) 222 53 aayax =-+-  

これが点 ( )1,2 を通るから， ( ) ( ) 222 5312 aaa =-+-  ( ) 015 2 =-\ a  

 よって， 1=a  

 ゆえに， ( ) ( ) 531 22 =-+- yx  

199 

(1) 

略解 

解法 1 

 円の中心と直線の距離は 1
34

5
22
=

+

-
 

 これと円の半径が 2 であることから， 

 弦の長さは 32122 22 =-  

 0534 =-+ yx に垂直で円の中心 ( )0,0 を通る直線の方程式は xy
4
3

= であり， 

 弦の中点は，この直線と 0534 =-+ yx との交点だから， 

連立方程式
ïî

ï
í
ì

=-+

=

0534
4
3

yx

xy
を解くことにより，その座標は ÷

ø
ö

ç
è
æ

5
3,

5
4  

解法 2 

 0534 =-+ yx と 422 =+ yx の交点の x座標は 4
3

54 2
2 =÷

ø
ö

ç
è
æ +-

+
xx  

 すなわち 0114025 2 =-- xx の解である。 

 この解を ba , とすると，交点の座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ +-

3
54, aa ， ÷

ø
ö

ç
è
æ +-

3
54, bb  

 よって，弦の長さは 

( ) ( ) ( ) ( ) abbababababa 4
3
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 ここで，解と係数の関係より
5
8

25
40

==+ ba ，
25
11

-=ab だから， 

 弦の長さは 32
5
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 また，弦の中点の座標は 
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(2) 

(1)の解法 1 で解くと， 

( ) ( ) 612 22 =-++ yx より，円の中心と直線の距離は
( )

2
34

51324
22

=
+

-×+-×
 

 これと円の半径が 6 であることから， 

 弦の長さは ( ) 22262 22
=-  

 0534 =-+ yx に垂直で円の中心 ( )1,2- を通る直線の方程式は ( ){ }2
4
31 --=- xy より， 

2
5

4
3

+= xy であり，弦の中点は，この直線と 0534 =-+ yx の交点だから， 

連立方程式
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