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図形と方程式 8 軌跡と方程式 
209 

ポイント 

求める点の座標を(x,y)，曲線（直線）上の点を(s,t)とおき， 

与えられた条件から，xを sで，yを tで表す。 

↓ 

s を x で，t を y で表す。 

↓ 

sと tの関係式に代入する。 

(1) 
 Q の座標を ( )ts, とすると，Q は 12 =- yx 上の点だから， 12 =- ts  ・・・① 

また，点 P の座標を ( )yx, とする。 

 点 P は線分 AQ の中点だから，その座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ ++

2
3,

2
1 ts  

 よって，
2

3,
2

1 +
=

+
=

tysx  

 これより， 32,12 -=-= ytxs  

 これと①より， ( ) 132212 =--- yx  442 -=-\ yx  

 ゆえに， 22 -=- yx  

 逆に，点 A と点 ( )vu, の中点が 22 -=- yx 上にあるとすると， 

 2
2

32
2

1
-=

+
×-

+ vu
より， 12 =- vu  

 これは点 ( )vu, が 12 =- yx 上の点，すなわち点 Q であることを示している。 

 以上より，中点 P の軌跡は 22 -=- yx  

(2) 

 Q の座標を ( )ts, とすると，Q は ( ) 161 22 =++ yx 上の点だから， 

( ) 161 22 =++ ts  ・・・① 
また，点 P の座標を ( )yx, とする。 

 点 P は線分 AQ の中点だから，その座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ +

2
,

2
5 ts  

 よって，
2

,
2

5 tysx =
+

=  

 これより， ytxs 2,52 =-=  

これと①より， ( ){ } ( ) 162152 22 =++- yx  ( ){ } 1624 22 =+-\ yx  

 ゆえに， ( ) 42 22 =+- yx  

 逆に，点 A と点 ( )vu, の中点が ( ) 42 22 =+- yx 上にあるとすると， 
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 4
2

2
2

5 22

=÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ -

+ vu
より， ( ) 161 22 =++ vu  

 これは点 ( )vu, が ( ) 161 22 =++ yx 上の点，すなわち点 Q であることを示している。 

 以上より，点 P の軌跡は ( ) 42 22 =+- yx  

(3) 

 Q の座標を ( )ts, とすると，Q は 122 =+ yx 上の点だから， 122 =+ ts  ・・・① 
 また，点 P の座標を ( )yx, とする。 

 点 P は三角形 ABQ の重心だから， 

その座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ ++

=÷
ø
ö

ç
è
æ ++++

3
3,

3
6

3
30,

3
24 tsts  

よって，
3

3,
3

6 tysx +
=

+
=  

 これより， 33,63 -=-= ytxs  

 これと①より， ( ) ( ) 13363 22 =-+- yx  ( ) ( ){ } 1129 22 =-+-\ yx  

 ゆえに， ( ) ( )
9
112 22 =-+- yx  

 逆に，点 A，点 B，点 ( )vu, の重心が ( ) ( )
9
112 22 =-+- yx 上にあるとすると， 

 
9
11

3
302

3
24 22

=÷
ø
ö

ç
è
æ -

++
+÷

ø
ö

ç
è
æ -

++ vu
より， 122 =+ vu  

 これは点 ( )vu, が 122 =+ yx 上の点，すなわち点 Q であることを示している。 

 以上より，点 P の軌跡は ( ) ( )
9
112 22 =-+- yx  

(4) 

Q の座標を ( )ts, とすると，Q は 2xy = 上の点だから， 2st =  ・・・① 
 また，点 P の座標を ( )yx, とする。 

点 P は AQ を 1：2 に内分する点だから， 

その座標は
( )

÷
ø
ö

ç
è
æ +-+

=÷
ø
ö

ç
è
æ +-×+×

3
4,

3
4

3
22,

3
22 tsts  

よって，
3

4,
3

4 tysx +-
=

+
=  

 これより， 43,43 +=-= ytxs  

 これと①より， ( )24343 -=+ xy  ( )48333 2 +-=\ xxy  

 ゆえに， 483 2 +-= xxy  

 逆に，点 A と点 ( )vu, を 1：2 に内分する点が 482 +-= xxy 上にあるとすると， 
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 4
3

48
3

43
3

4 2

+
+

×-÷
ø
ö

ç
è
æ +

=
+- uuv

より， 2uv =  

 これは点 ( )vu, が 2xy = 上の点，すなわち点 Q であることを示している。 

 以上より，点 P の軌跡は 483 2 +-= xxy  

210 
 求める点の座標を ( )yx, とすると， 

条件より， ( ){ } 22 22 -=--+ yyx  ( ) 22 22 -=++\ yyx  

両辺を 2 乗し，整理すると，
8

2xy -=  

逆に，( )2,0 - と直線 ay = が
8

2xy -= 上の任意の点 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

8
,

2tt と等しい距離にあるとすると，

attt --=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-+

8
2

8

222
2 より，

2222
2

8
2

8 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+-+ attt  

( )( ) 0
4

842 2
=

++-
\

ata  

これが任意の tについて成り立つから， 2=a  
よって，等しい距離にある直線は 2=y  

以上より，求める軌跡は
8

2xy -=  

211 
 求める点の座標を ( )yx, とすると， 

 条件より， 

4PAPB =  ( ) ( ) 2222 144 yxyx ++=+-\  ・・・① 

 P の y座標は 0 でない。 ・・・② 

 ①の両辺を 2 乗して整理すると，
9

16
3
4 2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yx  

 ②より，上の円上の点で除かれる点の x座標は，
9

16
3
4 2

=÷
ø
ö

ç
è
æ +x より，

3
8,0 -=x  

よって，点 P の軌跡は 

9
16

3
4 2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yx ，ただし， ( )0,0 と ÷

ø
ö

ç
è
æ- 0,

3
8

の 2 点を除く。 
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逆に，
9

16
3
4 2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yx 上の任意の点を P ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
--± 2

3
8, ttt （

3
8,0 -¹t ）とすると， 

PA 1
3
2

+-= t ，PB 1
3
24 +-= t より，PA：PB＝1：4 

以上より，点 P の軌跡は 

9
16

3
4 2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yx ，ただし， ( )0,0 と ÷

ø
ö

ç
è
æ- 0,

3
8

の 2 点を除く。 

212 
 xy座標平面上の 2 定点 A，B を A ( )0,0 ，B ( )0,2 ととり， 

 点 P の座標を ( )yx, とすると， 1BPAP 22 =- より， 

( ) ( ){ } 12 2222 =+--+ yxyx  
4
5

=\ x  

 よって，点 P は線分 AB を 5：3 に内分する点を通り， x軸に垂直な直線上にある。 

 逆に，点 P を ÷
ø
ö

ç
è
æ t,

4
5

とすると， 1BPAP 22 =-  

 これは，AB＝2 を満たす任意の定点 A，B についても成り立つ。 

 ゆえに，点 P の軌跡は 

 AB を 5：3 に内分する点を通り，直線 AB に垂直な直線である。 

213 
 xy座標平面上の点 A,B,C,D を A ( )1,1- ，B ( )1,1 -- ，C ( )1,1 - ，D ( )1,1 ととり， 

 点 P の座標を ( )yx, とすると， 16DPCPBPAP 2222 =+++ より， 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } 1611111111 22222222 =-+-+++-+++++-++ yxyxyxyx  

 222 =+\ yx  

 これは点 P が正方形 ABCD の外接円であることを表している。 

 逆に，点 P が 222 =+ yx であるとすると， 
A ( )1,1- ，B ( )1,1 -- ，C ( )1,1 - ，D ( )1,1 に対し， 

16DPCPBPAP 2222 =+++ が成り立つ。（証明略） 
 これは 1 辺の長さが 2 である正方形となるよう A,B,C,D を座標平面上に適当にとっても

成り立つ。 

 ゆえに，点 P の軌跡は正方形 ABCD の外接円である。 
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214 

(1) 
 求める点を P ( )yx, とすると，条件より，点 P とそれぞれの直線の距離が等しいから， 

 
2222 32

432

23

523

+

+-
=

+

-+ yxyx
 ( )432523 +-±=-+\ yxyx  

 すなわち， 095 =-+ yx または 015 =-- yx  

 このうち，傾きが正であるのは 015 =-- yx  

 逆に， 015 =-- yx 上の点を ( )tt ,15 - とすると，この点は 2 直線と等距離にある。 

 ゆえに，求める直線の方程式は 015 =-- yx  

(2) 
 直線 632 =+ yx 上の点を Q ( )ts, とすると， 

632 =+ ts  632 +-=\ ts ・・・① 
点 Q と xy 2= に関して対称な点を P ( )yx, とすると， 

線分 PQ の中点は xy 2= を満たすから， 

2
2

2
sxty +

×=
+

 yxts +-=-\ 22  ・・・② 

直線 PQ は x2= と直交するから，その傾きは
2
1

-  

したがって，
2
1

-=
-
-
sx
ty

 yxts 22 +=+\  ・・・③ 

 ①を②に代入して整理すると， 
 0642 =+-- tyx  ・・・④ 

 ①を 2×③に代入して整理すると， 
 642 -+= yxt  ・・・⑤ 

 ④，⑤より， 030176 =-+ yx  

 逆に， 030176 =-+ yx 上の点は条件を満たす（証明略）。 

ゆえに，求める直線の方程式は 030176 =-+ yx  
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215 

(1) 
 1-= xt と 23 +-= ty より， ( ) 213 +--= xy  53 +-=\ xy  

(2) 

 
2

1+
=
xt と 32 +-= tty より， 3

2
1

2
1 2

+
+

-÷
ø
ö

ç
è
æ +

=
xxy  

4
11

4

2
+=\

xy  

216 

 P ( )yx, とすると， ( ) 122 +--= mmxy より， 1, 2 +-== mymx  

 よって， 12 +-= xy  

 逆に， 12 +-= xy 上の任意の点を ( )1, 2 +- tt とすると， 

 ( )1, 2 +- tt は ( ) 122 +--= mmxy の，すなわち 122 +-= mxxy の頂点である。 

 ゆえに，点 P の軌跡は 12 +-= xy  

217 

(1) 

 直線 kxy += 2 と放物線 23 xxy -= が異なる 2 点で交わることと 

 xの 2 次方程式 232 xxkx -=+ が， 

すなわち 02 =+- kxx が異なる 2 実数解をもつことは同値であるから， 

02 =+- kxx の判別式をDとすると， kD 41 -= かつ 0>D より， 041 >- k  

よって，
4
1

<k  ・・・（答） 

また， 02 =+- kxx の異なる 2 実数解を ba , とすると， 
ba , は点 P，Q の x座標の値であることと，点 P，Q が kxy += 2 上の点であることから， 

P ( )k+aa 2, ，Q ( )k+bb 2, とすると，M ( ) ( )
÷
ø
ö

ç
è
æ ++

+
=÷

ø
ö

ç
è
æ ++++ kkk babababa ,

22
22,

2
 

解と係数の関係より， 1=+ ba  

よって，M ÷
ø
ö

ç
è
æ + k1,

2
1

 ・・・（答） 

 (2) 

M ( )yx, とすると，
4
5

4
111,

2
1

=+<+== kyx  

よって，M の軌跡は
4
5,

2
1

<= yx  

逆に，
4
5,

2
1

<= yx 上の任意の点は点 M の条件を満たす（証明略）。 

 ゆえに，M の軌跡は
4
5,

2
1

<= yx  
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【1】 0¹y のとき 

 05 =-+ myx より，
y
xm 5+-

=  

  これを 05 =+- mymx に代入すると， 0555
=

+-
×+-×

+-
y
xyx

y
x  

  よって， 02555 22

=
+--+-

y
xyxx

 

  ゆえに， 02522 =+-- yx ，すなわち 2522 =+ yx  
  ここで， 0=y とすると， 5±=x  

  これより， 0¹y のとき， 2522 =+ yx  ただし， ( )0,5± を除く 
【2】 0=y のとき 

  05 =-+ myx より， 5=x  

0,5 == yx を 05 =+- mymx に代入することにより， 0=m  

よって， 0=m のとき，2 直線は点 ( )0,5 で交わる。 

【1】，【2】より， 

mを任意にとったとき，P の軌跡は 2522 =+ yx 上の ( )0,5- を除いた点である。 

逆に， 2522 =+ yx 上の ( )0,5- を除いた任意の点は点 P の条件を満たす（証明略）。 

 ゆえに，点 P の軌跡は 2522 =+ yx 上の ( )0,5- を除いた点である。 


