
4STEP 数学Ⅱ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

1 

図形と方程式 演習問題 

14 
 条件を満たす 013 =+- yx 上の点を ( )13, +tt とすると， 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2222 31325134 --++-=--++- tttt  4-=\t  
 ゆえに， ( )11,4 --  

15 

(1) 

 OHAB ^ ，OH の傾き
3
1

03
01
=

-
-

= より，直線 AB の傾きは 3-  

 AHOB ^ ，AH の傾き
2
1

53
21
=

-
-

= より，直線 OB の傾きは 2-  

(2) 

 点 B は直線 AB と直線 OB の交点である。 

 これと 
 直線 AB の方程式は ( ) 253 +--= xy ，すなわち 173 +-= xy  

 直線 OB の方程式は xy 2-=  

 より，B ( )34,17 -  

16 

 条件より，連立方程式
î
í
ì

=+-
=+-

042
0323

kyx
yx

の解は 05 =+- kyx を満たす。 

 そこで，まずこの連立方程式の解を kを用いて表すと，
8

63,
4

6 -
=

-
=

kykx  

 これを 05 =+- kyx に代入して整理すると， ( )( ) 01432 =-+ kk  

 
3

14,2-=\k  

17 

(1) 

 C ( )ts, とすると，線分 BC の中点は直線 l上の点だから， 1
2

3
2

1
+

+
=

+ st  

 4-=-\ ts  ・・・① 

 直線 BC と直線 lとのなす角は 90°であることと直線 lの傾きが 1 であることから， 

直線 BC の傾きは 1- である。 

よって， 1
3
1

-=
-
-
s
t

，すなわち 4=+ ts  ・・・② 

①，②より， 4,0 == ts  

 ゆえに，C ( )4,0  
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(2) 

 CPAPBPAP +=+ より， 

 CPAP + が最小値をとるときの点 P の座標を求めればよい。 

CPAP + が最小値をとるのは A,P,C が一直線上に並んだときであり， 

このときの点 P の座標は直線 AC と直線 lとの交点の座標となる。 

直線 AC の方程式は 4
01
41

+
-
-

= xy ，すなわち 43 +-= xy  

よって， 

求める点 P の座標は，連立方程式
î
í
ì

+=
+-=

1
43

xy
xy

を解くことにより， ÷
ø
ö

ç
è
æ

4
7,

4
3  

また，最小値は ( ) ( ) 104101CPAPBPAP 22 =-+-=+=+  

18 

 円 02561022 =++-+ yxyx は， ( ) ( ) 935 22 =++- yx より， 
中心の座標が ( )3,5 - ，半径 3 の円である。 

直線 022 =+- yx と ( )3,5 - の距離は
( )
( ) 5

13

21

2325
22

=
-+

+-×-
 ・・・① 

この距離は 2
2

3
5

169
5

13
>=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
より，円の半径より大きい。 

したがって，円と直線は共有点をもたない。 

よって，線分 PQ の長さが最短になるのは， 

直線に最も近い点 P から直線に下ろした垂線の足が点 Q となる場合である。 

すなわち円の中心から直線に下ろした垂線の足が点 Q， 

その垂線と円の交点が点 P となる場合である。 

ゆえに，線分 PQ の長さの最小値は①および円の半径が 3 であることから， 

5
155133

5
13 -

=-  
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(1) 

 接線 lの方程式は 431 =+× yx ，すなわち 43 =+ yx  
 接線 l上の点 Q の y座標は 0 だから， 4=x  

 よって，Q ( )0,4  

(2) 

 円 C2 の半径は，その中心と接線 lの距離と等しいから，

( )
1

31

4032

22
=

+

-×+
 

 よって，その方程式は ( ) 12 22 =+- yx  

(3) 

 2 つの円の交点を通る円または直線の方程式は， kを実数とすると， 

 ( ) ( ) 0124 2222 =-+-+-+ yxyxk と表せる。 
求める円は点 Q ( )0,4 を通るから， 

( ) ( ) 01024404 2222 =-+-+-+k  
4
1

-=\k  

よって，その方程式は， 

( ) ( ) ( ){ }
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より，
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3
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=+÷
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 0122 <-+ yx のとき， 0,0 >> yx  

 0122 >-+ yx のとき， 0,0 << yx  

 

 境界を含まない。 
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(1) 

 

( )ï
î

ï
í

ì

=-+

=

9
2
1

22

2

pyx

xy
より， 

( ) ( ){ } 09414
4
19

2
1 224

2
22 =-+--Û=÷

ø
ö

ç
è
æ -+ pxpxpxx  

よって， ( ) ( ) 09414 224 =-+-- pxpx  

 5=p のとき， 06416 24 =+- xx すなわち ( ) 08
22 =-x  よって， 22±=x  

 これと 2

2
1 xy = より， 

共有点の座標は ( )4,22- ， ( )4,22  

(2) 

解法 1：恒等式を利用して解く。 

 ( ) ( ) 09414 224 =-+-- pxpx が重解を 1 つもつ場合だから， 
 重解をa ，他のa でない実数解を gb , （ gb ¹ ）とすると， 

( ) ( )9414 224 -+-- pxpx  ・・・① は 

( ) ( )( )gba --- xxx 2  ・・・② と表せる。 

( ) ( )( )gba --- xxx 2 を展開し， xについて整理すると， 

( ) ( ) ( ) bgaabggababgagabgba 222234 2222 +++-+++++- xxxx  

①と②は恒等式だから， 

02 =++ gba  
2
gba +

=\ ・・・③ 

( )p-=++ 1422 bgagab  ・・・④ 

0222 =++ abggaba  ・・・⑤ 

( )94 22 -= pbga  ・・・⑥ 

③を使って⑤の右辺を変形すると， 

( )
( ){ }

( )

( )
2

2
2

2
22

2

222

gba

bggbgba

bggbaa
abggbaabggaba

-
-=

þ
ý
ü

î
í
ì ++

+
-=

++=
++=++

 

 よって， ( ) 02 =- gba  
 これと gb ¹ より， 0=a  
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 これより，③，④，⑥はそれぞれ 
 gb -=  ・・・③’ 

 ( )p-= 14bg  ・・・④’ 

 092 =-p  ・・・⑥’ 

 ③’，④’より， ( )142 -= pg  
 ⑥’より， 3,3-=p  

 3-=p とすると， 162 -=g となり，g が実数であることに反する。よって不適。 

 3=p とすると， 82 =g  

これと③’より，他の 2 解は 22±  
以上より， 

3=p のとき， 

( ) ( ) 09414 224 =-+-- pxpx は重解 0 と他の 2 解 22± をもつ。 

すなわち，共有点の x座標は 22,0 ±  

これと 2

2
1 xy = より，共有点の座標は ( ) ( ) ( )4,22,4,22,0,0 -  

解法 2：グラフの概形を利用して解く。 

 3 個の共有点をもつならば，放物線のグラフと円のグラフは 1 つの点で接し， 

それ以外の 2 点で交わる。 
また，与えられた円と放物線はいずれも y軸について対称だから， 

ただ 1 つの点で接するとすれば， 

2

2
1 xy = は x軸に接し，接点は原点である。 

( ) 922 =-+ pyx が原点を通るとすれば， ( ) 900 22 =-+ p より， 3±=p であり， 

中心と原点を結ぶ線分と x軸は垂直なので， ( ) 93 22 =±+ yx と x軸は原点で接する。 

より， 

その点は原点である。 

さらに，それ以外の 2 点で交わるためには， 2

2
1 xy = は下に凸のグラフだから， 

pの値は 3 でなければならない。 

これと ( ) ( ) 09414 224 =-+-- pxpx より， ( ) 0822 =-xx  

よって， 22,0 ±=x  

これと 2

2
1 xy = より，共有点の座標は ( ) ( ) ( )4,22,4,22,0,0 -  

逆に，これらの 3 点は 3=p のとき円と放物線のいずれの方程式も満たす。 

ゆえに，求める共有点の座標は ( ) ( ) ( )4,22,4,22,0,0 - である。 
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(3) 

( ) ( ) 09414 224 =-+-- pxpx が異なる 4 個の実数解をもつときの pの範囲を求めればよく， 

 これは 2x を tとおいた 2 次方程式 
( ) ( ) 09414 22 =-+-- ptpt  

が異なる正の 2 実数解をもつときの pの範囲を求めることと同じである。 

判別式をDとすると， 

( ){ } ( ) ( )589412
4

22 --=---= pppD
および 0>D より， 5<p  ・・・⑦ 

解と係数の関係より， 
( ) 014 >-p  1>\ p  ・・・⑧ 

 ( ) 094 2 >-p  3-<\ p または p<3  ・・・⑨ 
 ⑦かつ⑧かつ⑨より， 53 << p  
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22 

点 Q の座標 

Q ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

a
tt

2
, とすると， 

2
22

2
2

22
2

4
3

2
1

PQ

aat
a

a
tat

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+=

 

 よって，
2

2
2 at = のとき，すなわち at

2
2

±= のとき PQ は最小になる。 

 ゆえに，点 Q の座標は ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
- aa

2
1,

2
2

， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
aa

2
1,

2
2  

点 Q の軌跡 
 Q ( )yx, とすると， 

Q ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
- aa

2
1,

2
2

のとき， 

ax
2
2

-= より， xa 2-= （ただし， 0¹a より， 0¹x ） 

  これと ay
2
1

= より， xy
2
2

-= （ 0¹x ） 

Q ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
- aa

2
1,

2
2

のとき 

  同様にして， xy
2
2

= （ 0¹x ） 

 以上より， xy
2
2

-= または xy
2
2

=  ただし， 0¹x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4STEP 数学Ⅱ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

9 

23 

(1) 

122 =+- ymxx より， 122 -+= yxmx   

【1】 0=x のとき 
 1±=y  

 よって， ( ) ( )1,0,1,0 - は領域 Fに含まれる。 

【2】 0=x のとき 

  122 -+= yxmx より，
x
yxm 122 -+

=  

これと 320 ££ m より， 3210
22

£
-+

£
x
yx  

  各辺に 2x をかけると， ( ) 222 3210 xyxx £-+£  

よって，  

( ) ( )
( )
( )
( )ïî

ï
í

ì

£
þý
ü

îí
ì -+-

³-+
Û

ïî

ï
í
ì

£-+

-+£
Û£-+£

043

01

321

10
3210

22

22

222

22
222

yxx

yxx

xyxx

yxx
xyxx

 

( )ï
ï
î
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í

ì

³-+-

£-+

<

Û
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01

0

22

22

yx

yx

x

または 

( )ï
ï
î

ïï
í

ì

£-+-

³-+

>

043

01

0

22

22

yx

yx

x

 

【1】，【2】より，領域 Fは次図となる。ただし，境界線を含む。 
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(2) 

 
円で囲まれたそれぞれの領域の面積を上図のように 321 ,, SSS とすると， 

求める面積は 

( ) ( )

2

2
22

2322131

25
221

2

S
S

SSSSSSS

-=
-×+×=

-+++=+

p
pp  

 

 

 

 

 

 

x
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O 3√  
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2 円が重なる部分の面積 S2 について 

 三角形 ABC は正三角形だから，赤色斜線部の面積は 3
3
232

2
1

360
6022 -=××-

°
°

×× pp  

 

  緑色斜線部の面積は pp
2
11

2
1 2 =××  

 

 よって， 3
6
7

2
13

3
2

2 -=+÷
ø
ö

ç
è
æ -= pppS  

 ゆえに，求める面積は 

32
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3
6
72531
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÷
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(1) 

解法 1 

 ( ) ( ) 123 22 £-+- yx は ( ) ( ) pyx =-+- 22 23 （ 10 ££ p ）と表せる。 

 ( ) ( )22 32 --=- xpy ， ( ) 02 2 ³-y より， ( ) 03 2 ³-- xp  

 よって， ( ) 13 2 ££- px より， 42 ££ x  

 ゆえに， 4=x のとき 12 -x は最大値 7 をとる。 

解法 2 

 ( ) ( ) 123 22 £-+- yx の領域は下図斜線部（境界線を含む） 

 よって， 42 ££ x   

ゆえに， 4=x のとき 12 -x は最大値 7 をとる。 
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(2) 

 22 yx + は ( ) ( ) pyx =-+- 22 23 （ 10 ££ p ）上の点と原点の距離の 2 乗を表している。 

 その距離が最も大きくなる点は， 

( ) ( ) pyx =-+- 22 23 の中心 ( )2,3 と原点を通る直線と円の交点のうち， 

原点から遠い方の交点だから，その距離は pp +=++ 1323 22  

これと 10 ££ p より，距離の最大値は 113 +  

よって， 22 yx + の最大値は ( ) 13214113
2

+=+  

 あるいは， 
222 ryx =+ とすると， 2r が最大になるのは， 

( ) ( ) 123 22 =-+- yx が 222 ryx =+ に内接する場合だから， 113 +=r  

よって， 22 yx + の最大値は ( ) 13214113
2

+=+  
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(3) 

 k
x
y
= とおくと， kxy = より， kは原点を通る直線の傾きを表す。 

kが最大または最小になるのは， 

直線 kxy = が円 ( ) ( ) pyx =-+- 22 23 （ 10 ££ p ）と接するときであり， 

このとき， kxy = すなわち 0=- ykx と円の中心 ( )2,3 の距離
1

23
2 +

-

k

k
が 

円の半径 p と等しくなるから， p
k

k
=

+

-

1

23
2

 123 2 +×=-\ kpk  

両辺を 2 乗して kについて整理すると， ( ) 04129 2 =-+-- pkkp  

よって，
p

p

p
pp

k
-

+÷
ø
ö

ç
è
æ --±

=
-

+-±
=

9
4

169
2

136

9
136

2

2

 

これと 10 ££ p より， kは 1=p のとき最大値
4

33 +
をとる。 
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(4) 

 直線 kyx =+1010 と円 ( ) ( ) pyx =-+- 22 23 （ 10 ££ p ）の中心 ( )2,3 との距離は 

 
210

50

1010

210310
22

kk -
=

+

-×+×
 

この直線と円が共有点をもつとき， p
k
£

-

210

50
を満たす。 

これと 10 ££ p より， 1
210

50
£

- k
 21050 £-\ k  

ゆえに， 21050210 £-£- k  

これより， 2105021050 +££- k  
よって， kすなわち yx 1010 + の最大値は 21050 +  
したがって， yx 1010 + の最大の整数値は， 

22 5.124.1 << より， 5.11050210504.11050 ×+<+<×+  652105064 <+<\  
より，64 

 

 

x

y

O 2 3 4

2

10x + 10y = 50 + 10 2√  

10x + 10y = 50 - 10 2√  


