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微分法と積分法 5 最大値・最小値 
433 

 A,B の一方の座標を ( )23, aa - （ 0>a ， 03 2 >- a ）， 

すなわち ( )23, aa - （ 30 << a ）とすると， 

条件より，A と B は 23 xy -= の軸，すなわち y軸に関して対称だから， 

もう一方の座標は ( )23, aa --  

 よって，三角形 OAB の面積を ( )aS とすると， ( ) ( ){ }( )23
2
1 aaaaS ---= より， 

 ( ) aaaS 33 +-= （ 30 << a ） 

 これと ( ) ( )( )11333 2 -+-=+-=¢ aaaaS より， 
 ( )aS の増減は次のようになる。 

( )
( ) 020

/0/
310

¯­
-+¢

aS
aS
a 

 

 ゆえに， 1=a のとき，すなわち 2 点の座標が ( )2,1 ， ( )2,1- のとき， 

三角形 OAB の面積は最大値 2 をとる。 

 

x

y

O a - a 

3 - a2  

3 

3√  - 3√  
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434 
高さを x，体積を ( )xV とすると， ( ) ( )( )xxxxV 268 --=  

ただし， 026,08,0 >->-> xxx より， 30 << x  

また， ( ) ( )( ) xxxxxxxV 48222268 23 +-=--= より， 

( ) ( )( )436248446 2 --=+-=¢ xxxxxV  
 よって， ( )xV の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) 0

27
8000

/0/

3
3
40

¯­

-+¢

xV

xV

x 

 

 ゆえに，高さが
3
4 cm のとき容積は最大値

27
800 cm3 をとる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

435 

(1) 

 底面積 2xp= ，側面積 xhp2= より， ppp 1222 2 =+ xhx  
x
xh

26 -
=\  

(2) 

 底面積 2xp= ，高さ
x
xh

26 -
= の直円柱だから， 

その体積を ( )xV とすると， ( ) ( )2
2

2 66 xx
x
xxxV -=

-
×= pp ( )60 << x  

また， ( ) ( ) xxxxxV ppp 66 32 +-=-= より， ( ) ( )( )22363 2 -+-=+-=¢ xxxxV ppp  
 よって， ( )xV の増減は次のようになる。 

( )
( ) 0240

/0/
620

¯­
-+¢

pxV
xV
x 

 

ゆえに， 2=x ， 22=h のとき，体積は最大値 p24 cm3 をとる。 
 

x  

x  

x  

x  x-8  x-8  x26 -  
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436 

 2xy = 上の点を ( )2, xx とし，その点と点 ( )3,6 との距離の 2 乗を ( )xl とすると， 

 ( ) ( ) ( ) 4512536 24222 +--=-+-= xxxxxxl  

 ( ) ( )( )3422212104 23 ++-=--=¢ xxxxxxl  

 ( ) 0112342 22 >++=++ xxx  
 より ( )xl の増減は次のようになる。 

( )
( ) ­¯

+-¢

17
0
2

xl
xl
x 

 

 よって， 2=x のとき，求める距離は最小値 ( ) 172 =l をとる。 

437 

 直円柱が内接している直円錐を底面の中心を通り，底面に垂直な平面で切ると， 

切断面は下図のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
直円柱の半径と高さをそれぞれ hx, とすると， 

△EBD∽△ABC より，
AC
ED

BC
BD

=  EDBCACBD ×=×\  

 ゆえに， ( ) hx 6618 =- ，すなわち ( )xh -= 63  

 したがって，直円柱の体積を ( )xV とすると， ( ) ( ) 2322 18363 xxxxhxxV pppp +-=-==  

 これより， ( ) ( )49369 2 --=+-=¢ xxxxxV ppp  
 これと 60 << x より， ( )xV の増減は次のようになる。 

 

x  x-6  

6  

h  

18  

A 

B C 
D 

E 
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( )
( ) 00

/0/
640

¯­
-+¢

極大xV
xV
x 

 

 よって，直円柱の体積が最大であるものの底面の半径 4=x ，高さ ( ) 6463 =-=h  

438 

 直円柱が内接している球を直円柱の底面の中心を通り，底面に垂直な平面で切ると， 

切断面は下図のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 直円柱の高さと底面の半径をそれぞれ xh, とすると，三平方の定理より， 

 ( ) ( )222 22 rxh =+  
4

4 22
2 hrx -
=\  

 ゆえに，直円柱の体積を ( )hV とすると， ( ) ( ) hrhhhrhxhV 23222

4
4

4
pppp +-=-==  

 これより， ( ) ( )22 43
4

rhhV --=¢ p  

 これと rh 20 << より， ( )hV の増減は次のようになる。 

( )
( ) 0

9
340

/0/

2
3

320

3 ¯­

-+¢

rhV

hV

rrh

p



 

 よって， 

求める半径 r

rr

x
3
6

4

3
324

2
2

=
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

= ，高さ rh
3

32
= ，体積 3

9
34 rp  

 

h  

x2  

r2  
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439 

(1) 

 ( ) ( )( )kxkxkxxf -+=-=¢ 339 22 より， 
定義域を 0³x としたときの ( )xf の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) ­+-¯

+-¢

2
9
22

0/
3

0

2kxf

xf

kx 

 

 よって， 

1
3

0 <<
k

，すなわち 30 << k のとき 

3
kx = で最小値 2

9
2 2 +- k  

 
3

1 k
£ ，すなわち k£3 のとき 

  1=x で最小値 52 +- k  
 

 
x

y

O k
3 

- 2
9k

2 + 2 

2 
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(2) 
 0>x で ( ) 2=xf となる xの値を求めると， 

223 23 =+- xkx より， ( ) 03 22 =- kxx  
3
kx =\  

 これと 0³x における ( )xf の増減より， 

 1
3

0 <<
k

，すなわち 30 << k のとき 

  1=x で最大値 52 +- k  

 1
3
=

k
，すなわち 3=k のとき 

  1,0=x で最大値 2 

 
k
31< ，すなわち k<3 のとき 

  0=x で最大値 2 

 

 
x

y

O

2 

k
3√  
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440 

(1) 

 ( ) ( )2363 2 -=-=¢ xxxxxf より， 
定義域を 0³x としたときの ( )xf の増減は次のようになる。 

( )
( ) ­-¯

+-¢

22
0/
20

xf
xf
x 

 

 よって， 

 20 << a のとき 

  ax = で最小値 23 23 +- aa  
 a£2 のとき 

  2=x で最小値 2-  

 

 

x

y

O

- 2 

2 

2 
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(2) 
 0>x で ( ) 2=xf となる xの値を求めると， 

223 23 =+- xx より， ( ) 032 =-xx  3=\ x  
これと 0³x における ( )xf の増減から， 

 30 << a のとき 

  0=x で最大値 2 

 3=a のとき 
  3,0=x で最大値 2 

 a<3 のとき 

  ax = で最大値 23 23 +- aa  
 

 

 

 

 

x

y

O

2 

3 
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441 

 ( ) ( )2363 2 -=-=¢ xaxaxaxxf より， ( )xf の増減は次のようになる。 

( )
( ) bbabaxf
xf
x

¯+-­+-
-+¢

42
/0/
321 

 

 これと ( ) ( ) ( ) 02213 <=+--=- ababff より， 

 104 =+- ba ， 2-=b  
 これを解くことにより， 2,3 -=-= ba  

442 

 ( ) ( )34124 223 -=-=¢ xaxaxaxxf より， ( )xf の増減は次のようになる。 

( )
( ) bbabaxf
xf
x

¯+-¯+-
--¢

273
/0/
431 

 

 これと ( ) ( ) ( ) 03314 >=+--=- ababff より， 

 9=b ， 1827 -=+- ba  
 これを解くことにより， 9,1 == ba  

443 

(1) 

 93 =+ yx より， xy
3
13 -=  

 よって， 2322 3
3
1

3
13 xxxxyx +-=÷

ø
ö

ç
è
æ -=  

(2) 

 xy
3
13 -= かつ 0³y かつ 0³x より， 90 ££ x  

(3) 

 ( ) 23 3
3
1 xxxf +-= （ 90 ££ x ）とすると， 

 ( ) ( )662 --=+-=¢ xxxxxf より， ( )xf の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) 0360

/0/
960

¯­
-+¢

xf
xf
x 

 

 これと xy
3
13 -= より， 

 ( ) ( ) ( )0,9,3,0, =yx で最小値 0 

 ( ) ( )1,6, =yx で最大値 36 
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444 

 ( )22yxx + を xだけで表すと， 44 22 =+ yx より，
2

22
2

2 xy -= だから， 

( )

xxx

xxxyxx

2
2

2
22

2
3

2
2

++-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+=+

　　　　　

 

また， 044 22 ³=- yx より， 042 £-x  22 ££-\ x  

 よって， 

xxx 2
2

2
3

++- （ 44,22 22 =+££- yxx ）の最大値，最小値とそのときの yx, の値を求

めればよい。 

 ( ) xxxxf 2
2

2
3

++-= （ 44,22 22 =+££- yxx ）とすると， 

 

( )

( )
( )( )223

2
1

443
2
1

22
2
3

2

2

-+-=

---=

++-=¢

xx

xx

xxxf

　　　

　　　  

 これより， ( )xf の増減は次のようになる。 

( )
( ) 4

27
204

/0/

2
3
22

­-¯

+-¢

--

xf

xf

x 

 

 よって， 
( ) ( )0,2, ±=yx で最大値 4 

 ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
±-=

3
22,

3
2, yx で最小値

27
20

-  
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445 
 ( ) ( )( )21 --= xxxxg （ 31 ££- x ）とすると， 

 ( )( ) xxxxxx 2321 23 +-=-- より， ( ) 263 2 +-=¢ xxxg  

 よって， ( ) 0=¢ xg の解は
3
31±=x  

 これより， ( )xg の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) 6

9
32

9
326

/00/

3
3
31

3
311

­-¯­-

+-+¢

+--

xg

xg

x 

 

 また， ( ) ( )( )21 --= xxxxg より， ( )xg は x軸と 2,1,0=x で交わる。 

 よって， ( )xgy = のグラフは次のようになる。 

 

x

y

O

3
31

3
31

+=

-=

b

a
 

6-  

6  

a  
b  

9
32

-  

9
32  1-  

3  

1 
2  
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 これより ( )xgy = のグラフ，すなわち ( )xfy = のグラフは次のようになる。 

 

 
 ゆえに， 
 2,1,0=x で最小値 0 

 3,1-=x で最大値 6 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

6  

1-  3  1 2  
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446 

(1) 

ここで， t=qsin とおくと， pq ££0 より， 1sin0 ££ q だから 10 ££ t  

したがって， 234 23 +-= tty （ 10 ££ t ）が最大値と最小値をとるとき， 

2sin3sin4 23 +-= qqy （ pq ££0 ）も同じ値の最大値と最小値をとる。 

そこで，まず 234 23 +-= tty （ 10 ££ t ）の最大値と最小値を求めると， 

( )126612 2 -=-=¢ tttty より，この関数の増減は次のようになる。 

3
4
72

/0/

1
2
10

­¯

+-¢

y

y

t 

 

よって， 234 23 +-= tty （ 10 ££ t ）は 1=t で最大値 3，
2
1

=t で最小値
4
7
をとる。 

ゆえに， qsin=t （ pq ££0 ）より， 

2sin3sin4 23 +-= qqy （ pq ££0 ）は
2
pq = で最大値 3， ppq

6
5,

6
= で最小値

4
7
をとる。 

参考 

 
 

θ 

y

O

3  

4
7  

6
p  

2
p  p

6
5  

2sin3sin4 23 +-= qqy （ pq ££0 ） 
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(2) 

 ( ) ( )
8sin12sin9sin4

1sin8sin19sin1sin4

1sin8cos9cossin4

23

22

22

+--=

---+--=

--+-=

qqq

qqqq

qqqq

　

　

y

 

 t=qsin とおくと， pq 20 <£ より， 1sin1 ££- q だから 11 ££- t  

 したがって， 81294 23 +--= ttty （ 11 ££- t ）が最大値と最小値をとるとき， 

1sin8cos9cossin4 22 --+-= qqqqy （ pq 20 <£ ）も同じ値の最大値と最小値をとる。 

 そこで，まず 81294 23 +--= ttty （ 11 ££- t ）の最大値，最小値を求めと， 

 ( )( )2126121812 2 -+=--=¢ tttty より，この関数の増減は次のようになる。 

9
4
457

/0/

1
2
11

-¯­

-+¢

--

y

y

t 

 

 よって， 81294 23 +--= ttty （ 11 ££- t ）は
2
1

-=t で最大値
4
45

， 1=t で最小値 9-  

 ゆえに， t=qsin より， ppq
6

11,
6
7

= で最大値
4
45

，
2
pq = で最小値 9-  

t

y

O

3  

4
7  

2
1  1 

234 23 +-= tty （ 10 ££ t ） 
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 参考 

 
 

 

θ 

y

O

t

y

O

p
6

11  p
6
7  

2
p  

4
45  

9-  

9-  

4
45  

2
1

-  1 

1sin8cos9cossin4 22 --+-= qqqqy （ pq 20 <£ ） 

81294 23 +--= ttty （ 11 ££- t ） 
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447 

(1) 

 

( ) ( )

( )

2

2
11

2

2

22

222

x

x

zyzyyz

=

--
=

+-+
=

　　

　　  

 よって， zy, は ( ) 02 =++- yztzyt ，すなわち 0
2

2
2 =+-

xtt の実数解である。 

 したがって，判別式をDとすると，実数解条件より， 021 2 ³-= xD  

 ゆえに，
2
2

2
2

££- x  

 あるいは， 

 0,0 22 >> zy のとき 

  相加平均³相乗平均より， yzzy 222 ³+  よって， 221 xx ³- ，すなわち
2
2

2
2

££- x  

  等号は 22 zy = （ 1=+ zy ）のとき成り立つ。すなわち，
2
1

== zy のとき成り立つ。 

 0=y のとき 

  1=z より， 0=x  

 0=z のとき 
  1=y より， 0=x  

 ゆえに，
2
2

2
2

££- x  

(2) 

 

( )( )
( ){ }

( )
1

2
3

2
1

1

23

2
23

223

223333

+-=

--+=

-+×+=

+-++=++

xx

xxx

yzzyx

zyzyzyxzyx
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(3) 

 ( ) 1
2
3 23 +-= xxxf ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
££-

2
2

2
2 x とすると， 

( )xf の最大値，最小値と，そのときの xの値を求めればよい。 

 ( ) ( )1333 2 -=-=¢ xxxxxf より， ( )xf の増減は次のようになる。 

( )
( )

4
211

4
21

/0/
2
20

2
2

+
¯­

-
-+¢

-

xf

xf

x 

 

 よって， 0=x で最大値 1，
2
2

-=x で最小値
4

21-  


