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微分法と積分法 6 関数のグラフと方程式・不等式 
449 

 0123 =-- axx Û axx =-123 より， 
0123 =-- axx の実数解と xxy 123 -= と ay = のグラフの共有点の x座標が一致する。 

よって， 0123 =-- axx が異なる 3 個の実数解をもつとき， 
xxy 123 -= と ay = の共有点の数も 3 である。 

 したがって， xxy 123 -= のグラフを描き， 

xxy 123 -= と ay = の共有点の数が 3 となるような aの値の範囲をもとめればよい。 

 xxy 123 -= より， ( )( )223123 2 -+=-=¢ xxxy  

 これより， xxy 123 -= の増減は次のようになる。 
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 よって， xxy 123 -= のグラフは下図青色実線のようになる。 
 ゆえに，これと ay = が 3 個の共有点をもつときの aの値の範囲は 1616 <<- a  
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(1) 

 023 =+-+ axxx Û xxxa +--= 23 より， 

023 =+-+ axxx の実数解の個数は 
xxxy +--= 23 と ay = のグラフの共有点の数と一致する。 

したがって， xxxy +--= 23 と ay = のグラフの共有点の数を調べればよい。 

xxxy +--= 23 より， ( )( )131123 2 -+-=+--=¢ xxxxy  

 これより， xxxy +--= 23 の増減は次のようになる。 
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 よって， xxxy +--= 23 のグラフは下図青色実線のようになる。 

 ゆえに，共有点の個数，すなわち実数解の個数は， 

aa <-<
27
5,1 のとき 1，

27
5,1-=a のとき 2，

27
51 <<- a のとき 3 
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 234234 124301243 xxxaaxxx ++-=Û=+-- より， 
(1)と同様にして， 234 1243 xxxy ++-= と ay = のグラフの共有点の数を調べればよい。 

234 1243 xxxy ++-= より， ( )( )2112241212 23 -+-=++-=¢ xxxxxxy  

これより， 234 1243 xxxy ++-= の増減は次のようになる。 
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 よって， 234 1243 xxxy ++-= のグラフは下図青色実線のようになる。 

 ゆえに，共有点の個数，すなわち実数解の個数は， 
 a<32 のとき 0， 32=a のとき 1， 0,325 <<< aa のとき 2， 

0,5=a のとき 3， 50 << a のとき 4 
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 曲線 xxy -= 3 と直線 axy += 2 が異なる 3 点を共有することと 

axxx +=- 23 ，すなわち axx =- 33 が異なる 3 個の実数解をもつことは同値である。 

axx =- 33 が異なる 3 個の実数解をもつことと 
曲線 xxy 33 -= と直線 ay = が異なる 3 点を共有することは同値である。 

よって，曲線 xxy -= 3 と直線 axy += 2 が異なる 3 点を共有することと 

曲線 xxy 33 -= と直線 ay = が異なる 3 点を共有することは同値である。 

したがって，曲線 xxy 33 -= と直線 ay = が異なる 3 点を共有するときの定数 aの値の範

囲を求めればよい。 

xxy 33 -= より， ( )( )11333 2 -+=-=¢ xxxy  

これより， xxy 33 -= の増減は次のようになる。 
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 よって， xxy 33 -= のグラフは下図青色実線のようになる。 

 ゆえに，求める aの値の範囲は 22 <<- a  
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(1) 

 ( ) 152 23 +-+== xxxxfy とおくと， ( )xfy = は全ての実数 xで連続である。 
これと ( ) ( ) 011,010 <-=>= ff より， 

( )xfy = のグラフは 10 << x において x軸と少なくとも 1 点で交わる。 

すなわち， 0152 23 =+-+ xxx は区間 10 << x に実数解をもつ。 
(2) 

( ) 133 --== xxxfy とおくと， ( )xfy = は全ての実数 xで連続である。 
これと ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 012,031,010,011,032 >=<-=<-=>=-<-=- fffff より， 

( )xfy = のグラフは 21,01,12 <<<<--<<- xxx において x軸と交わる。 

すなわち， 0133 =-- xx は区間 21,01,12 <<<<--<<- xxx に実数解をもつ。 

453 

(1) 

 0³x のとき 0132 23 ³+- xx であることを示せばよい。 
( ) 132 23 +-= xxxf （ 0³x ）とおくと， ( ) ( )1666 2 -=-=¢ xxxxxf より， 
( )xf の増減は次のようになる。 
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 よって， ( ) 132 23 +-= xxxf （ 0³x ）は 1=x のとき最小値 0 をとる。 

 ゆえに， 0³x のとき 0132 23 ³+- xx ，すなわち 23 312 xx ³+ が成り立つ。 
(2) 

 ( ) 463 23 -+-= xxxxf （ 1>x ）とおくと， 

( ) ( ) 0313663 22 >+-=+-=¢ xxxxf より， ( )xf は単調に増加する。 
 よって， 1>x のとき ( ) ( ) 01 => fxf  

 ゆえに， 1>x のとき 0463 23 >-+- xxx が成り立つ。 
454 

( ) 284 34 +-= xxxf とおくと， ( ) ( )34124 223 -=-=¢ xxxxxf より， 
( )xf の増減は次のようになる。 
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 よって， ( )xf は 3=x のとき最小値 1 をとる。 

 ゆえに， 0284 34 >+- xx  
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 文意は xxxy 3632 23 --= と ay = が 0>x において 2 個の， 0<x において 1 個の共有点を

もつように aの値の範囲を定めることと同値である。 

 xxxy 3632 23 --= の増減は， ( )( )3263666 2 -+=--=¢ xxxxy より，次のようになる。 
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 また， ( )36323632 223 --=--= xxxxxxy より，曲線 xxxy 3632 23 --= は原点を通る。 

 よって，グラフは下図青色実線のようになる。 

 ゆえに，求める aの値の範囲は 081 <<- a  
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 文意は xxxxy 1224 234 +--= と ay = が 0>x において 2 個の， 0<x において 2 個の共有

点をもつように定数 aの値の範囲を定めることと同値である。 

xxxxy 1224 234 +--= の増減は， ( )( )( )3114124124 23 --+=+--=¢ xxxxxxy より， 

次のようになる。 
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 また， ( )12241224 23234 +--=+--= xxxxxxxxy より， 

曲線 xxxxy 1224 234 +--= は原点を通る。 

 よって， xxxxy 1224 234 +--= のグラフは下図青色実線のようになる。 

 ゆえに，求める aの値の範囲は 09 <<- a  
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 文意は aaxxy +-= 33 が x軸と 3個の共有点をもつときの定数 aの値の範囲を求めること

と同値である。 

 aaxxy +-= 33 が x軸と 3 個の共有点をもつための必要十分条件は， 

 aaxxy +-= 33 が極値をもちかつ極大値と極小値の積が負であることである。 

 aaxxy +-= 33 が極値をもつためには， 

axy 33 2 -=¢ において， 033 2 =- ax ，すなわち ax =2 を満たす実数 xが存在すればよい。 

よって， 0>a  ・・・① 

また，このとき， 033 2 =- ax の解は aax ,-= だから， 

aaxxy +-= 33 の増減は次のようになる。 
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極大値と極小値の積が負であるためには， 

( ) ( ) 02121 <-´+ aaaa ，すなわち ( ) 0412 <- aa であればよい。 

よって， 041 <- a より，
4
1

>a  ・・・② 

ゆえに，①かつ②より，
4
1

>a  
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(1) 

 xxy 63 2 +=¢ より，点 P における接線の方程式は， 

 ( )( ) 232 363 tttxtty ++-+= ，すなわち ( ) 232 3263 ttxtty --+=  
 これが点 A ( )a,0 を通るとき， 

( ) 232 32063 tttta --×+= ，すなわち 032 23 =++ att が成り立つ。 

(2) 

 tについての 3 次方程式 032 23 =++ att が異なる 3 個の実数解をもつならば， 
(1)を満たす異なる接点が 3 個存在する。したがって，A を通るCの接線が 3 本存在する。 

 032 23 =++ att が異なる 3 個の実数解をもつことは 
23 32 tty --= と ay = が 3 個の共有点をもつことと同値である。 
23 32 tty --= の増減は， ( )1666 2 +-=--=¢ tttty より，次のようになる。 
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 よって， 23 32 tty --= のグラフは下図青色実線のようになる。 

 ゆえに，求める aの値の範囲は 01 <<- a  
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(1) 

 ( )( )2243 -+=- xxxxx より， xxy 43 -= と x軸との共有点の x座標は 2,0,2-=x  

 これとグラフの概形が下図のようになることから， 

043 >-= xxy を満たす xの値の範囲は xx <<<- 2,02  
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(2) 

 ( )( )( )3313323 -+-=+-- xxxxxx より， 

3323 +--= xxxy と x軸との共有点の x座標は 3,1,3-=x で交わる。 

これとグラフの概形が下図のようになることから， 

03323 <+--= xxxy を満たす xの値の範囲は 31,3 <<-< xx  
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(3) 

 ( ) ( )2123 23 -+=-- xxxx より， 233 --= xxy と x軸との共有点の x座標は 2,1-=x  

 これとグラフの概形が下図のようになることから， 

 0233 ³--= xxy を満たす xの値の範囲は xx £-= 2,1  
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