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微分法と積分法 演習問題 

45 

(1) 

 商 1-x ，余り 36 +- x  

(2) 

( ) 0=¢ xf のとき， 0222 =-- xx より， 31±=x  

よって， ( )xf の増減は次のようになる。 

( )
( ) ­¯­

+-+¢
+-

極小値極大値xf
xf
x

00
3131 

 

 31±=x のとき， 0222 =-- xx であり， 
 (1)より， ( ) ( )( ) 36221 2 +----= xxxxxf だから， 

 ( ) ( ) 363331631 +-=+--=-f  

( ) ( ) 363331631 --=++-=+f  

 以上より， 

31-=x のとき極大値 363 +- ， 31+=x のとき極小値 363 -- をとる。 
46 

(1) 

 33 2 -=¢ xy より，原点 ( )0,0 における曲線Cの接線の傾きは 3-  
 よって，その接線の方程式は xy 3-=  

(2) 

 接線mと曲線Cの接点の座標を ( )ttt 3, 3 - とすると， 

 接線mの方程式は ( )( ) tttxty 333 32 -+--= ，すなわち ( ) 32 233 txty --=  ・・・① 

 これが P ( )aa 3, - を通るから， ( ) 32 2333 tata --=-  ( ) 0322 =-\ att  

 条件より 0¹t だから at
2
3

=  

 これを①に代入し整理することにより，接線mの方程式は 32

4
273

4
27 axay -÷

ø
ö

ç
è
æ -=  

(3) 

 133
4

27 2 -=-×÷
ø
ö

ç
è
æ -a より，

81
402 =a  

9
102

±=\a  
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(1) 

 

( ) ( )
( ){ }

( )( )26
226

12266
2

2

--=
++-=

++-=¢

xax
axax

axaxxf

　　　

　　　  

 ( )xf が極値をもたないとき ( ) 0=¢ xf が異なる 2 実数解をもたないから 2=a  

 あるいは， 
( )xf が極値をもたないとき ( ) 0=¢ xf が異なる 2 実数解をもたないから 

 ( ) 0222 =++- axax の判別式をDとすると， 0£D  

 これと ( ) ( )22 282 -=-+= aaaD より， 2=a  

(2) 

 2<a のとき 

  ( )
( ) ­¯­

+-+¢

極小値極大値xf
xf

ax
00
2 

 

  より， 

  極大値は ( ) 23 6aaaf +-=  

2>a のとき 

  ( )
( ) ­¯­

+-+¢

極小値極大値xf
xf

ax
00

2 

 

  より， 
  極大値は ( ) 8122 -= af  

(3) 

 2<a のとき 

  
( )( ) 042

0326326
2

2323

=-+Û

=+-Û=+-

aa

aaaa

　　　　　　　
 

  2<a より， 2-=a  

2>a のとき 

  32812 =-a より，
3

10
=a  

  これは 2>a を満たす。 

 以上より， 

 
3

10,2-=a  
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(1) 

 ( ) ( )txtxxf -=-=¢ 22 333 より， 0£t ならば ( ) 0³¢ xf  
よって， ( )xf は単調に増加するから， ( ) ( )1ftg =  

これと ( ) 121 +-= tf から， ( ) 12 +-= ttg  

(2) 

 ( ) ( )txtxxf -=-=¢ 22 333 ， 10 << t より，増減表は次のようになる。 

( )
( ) 12

0
10

+-­¯
+-¢

ttxf
xf

tx

極小値



 

 これより，取り得る最大値は tまたは 12 +- t であるから， 

 12 +-³ tt かつ 10 << t のとき，すなわち 1
3
1

<£ t のとき， ( ) ttg =  

 12 +-< tt かつ 10 << t のとき，すなわち
3
10 << t のとき， ( ) 12 +-= ttg  

(3) 

 1³t のとき 

10 ££ x において ( ) ( ) 0333 22 £-=-=¢ txtxxf  
  よって， 10 ££ x において ( )xf は単調に減少するから， ( ) ( )0ftg =  

  これと ( ) tf =0 より， ( ) ttg =  

 (1)，(2)と合わせると， ( )

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

÷
ø
ö

ç
è
æ ³

÷
ø
ö

ç
è
æ <+-

=

3
1
3
112

tt

tt
tg

　　　　

　　

 

 
t 

g t( )  

O 1
3  

1
3  

1 
g t( ) = - 2t + 1 g t( ) = t 
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 ( ) pxxf += 2 ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ = ò

1

0
dttgp  とおくと， 

( ) ( )

( )

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

ú
û

ù
ê
ë

é
+=

+=

=

ò
ò

px

pttx

dtptx

dttfxxg

3
1

3

1

0

3

1

0

2

1

0

　　

　　

　　

 

( )

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ +=

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ +=\

ò

òò

3
1

2
1

23
1

3
1

3
1

1

0

2

1

0

1

0

1

0

p

tp

tdtp

dtptdttg

　　　　

　　　　

　　　　

 

 ( )ò=
1

0
dttgp より， ÷

ø
ö

ç
è
æ +=

3
1

2
1 pp  

3
1

=\ p  

 ゆえに， ( ) ( ) xxgxxf
3
2,

3
12 =+=  

50 

(1) 
関数 ( )xf が極大値をもつならば関数 ( )xf ¢ の値が正から負に変わる実数 xが存在し， 

( ) baxxxf ++=¢ 23 2 より，これは 023 2 =++ baxx が異なる 2 実数解をもつことと同値で

ある。よって， 023 2 =++ baxx の判別式をDとすると， 0>D より， 03
4

2 >-= baD  

逆に 023 2 =++ baxx が異なる 2 実数解をもてば関数 ( )xf は極大値をもつので， 

関数 ( )xf が極大値をもつための必要十分条件は 032 >- ba  

すなわち
3

2ab <  ・・・① 

次に， 023 2 =++ baxx の異なる 2 実数解を ba , （ ba < ）とすると， 
( )xf は a=x のとき極大となるので， 

0<x で極大値をもつことと 0<a であることは同値である。 

また， 0<a であることと 023 2 =++ baxx が負の実数解をもつことが同値だから， 
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0<x で極大値をもつことと 023 2 =++ baxx が負の実数解をもつことは同値である。 

「 023 2 =++ baxx が負の実数解をもつ」の否定は 

「 023 2 =++ baxx が 0 以上の実数解のみをもつ」だから， 
この条件を求め，それを否定すれば 0<x で極大値をもつ条件が求まる。 

023 2 =++ baxx の解 ba , （ ba < ）が 0 以上となる条件は 

ba <£0 Û 0>+ ba かつ 0³ab Û 0
3
2

>- a かつ 0
3
³

b Û 0<a かつ 0³b  

よって，その否定，すなわち 0<x で極大値をもつための条件は 

000000 <È³º³È<º³Ç< bababa  ・・・② 
以上より，求める条件は①かつ②より， 

( )

00
3

0
3

0
3

00
3

2

222

<È÷÷
ø

ö
çç
è

æ
³Ç<Û

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
<Ç<È÷÷

ø

ö
çç
è

æ
³Ç<Û<Ç³Ç<

baab

babaabbaab

　　　　　　　　　　　

 

( )ba, 存在は下図斜線部（破線は含まない） 

 

a

b

O
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(2) 

( )

33
3

23
22

2

abax

baxxxf

-+÷
ø
ö

ç
è
æ +=

++=¢

　　　
 

よって，条件より，
3
4

3
,

3
1

3

2
-=-=-

aba
 1,1 -=-=\ ba  

 したがって， 

( ) cxxxxf +--= 23  

 ( ) ( )( )113123 2 -+=--=¢ xxxxxf  
 これより ( )xf の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) ­¯­

+-+¢

-

極小値極大値xf
xf

x

00

1
3
1



 

 ( ) 0=xf が異なる 3 個の実数解をもつことと 

関数 ( )xfy = が x軸と異なる 3 点で交わることは同値であり， 

関数 ( )xfy = が x軸と異なる 3 点で交わることと 

極大値と極小値の積が負であることは同値だから， 

求める条件は極大値と極小値の積が負，すなわち ( ) 01
3
1

<÷
ø
ö

ç
è
æ- ff となる条件である。 

よって， ( ) 01
27
5

<-÷
ø
ö

ç
è
æ + cc より， 1

27
5

<<- c  
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( )

( )( )axaxx

xaxxf

33

3 23

-+=

-=

　　
 

より， 

0³x において， ax 30 ££ のとき ( ) xaxxf 23 3+-= ， ax 3³ のとき ( ) xaxxf 23 3-=  

そこで，それぞれの増減を調べ，これをグラフに表すことにする。 

ax 30 ££ における ( ) xaxxf 23 3+-= の増減 

( ) ( )2222 333 axaxxf --=+-=¢ から，次のようになる。 

( )
( ) 020

0
30

3 ¯­
-+¢

axf
xf

aax 

 

ax 3³ における ( ) xaxxf 23 3-= の増減 

( ) ( ) 0333 2222 >-=-=¢ axaxxf より， ( )xf は単調増加する。 

また， 323 23 axax =- ，すなわち 023 323 =-- axax を満たす xを求めると， 

( ) ( )axaxaxax 223 2323 -+=-- ， ax 3³ より， ax 2=  

 よって， 0³x における関数 ( )xf のグラフは次のようになる。 

 
x

f x( )  

O a 2a 

2a3  

3√ a 
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 したがって， 1=x との相対的位置関係から， 

a<1 のとき 

 ( ) ( ) 131 2 -== afaM  

 aa 21££ のとき 

  ( ) ( ) 32aafaM ==  

12 <a のとき， 

  ( ) ( ) 131 2 -== afaM  

 以上を整理すると， 

 ( )

( )
ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

>-

÷
ø
ö

ç
è
æ ££

÷
ø
ö

ç
è
æ <£+-

=

113

1
2
12

2
1013

2

3

2

aa

aa

aa

aM

　　　

　　　　

　　

 

 となり， 

関数 ( )aM は
2
10 <£ a で単調に減少し，

2
1

³a で単調に増加することがわかる。 

 これと関数 ( )aM が連続であることから，
2
1

=a のとき最小値
4
1
をとる。 

 
a

M a( )  

O 1
2  

1
4  

1 

2 
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 ( ) 223 aaxxxf +-= とすると， 0³x を満たすすべての xに対して ( ) 0³xf が成り立つよう

な実数 aの値の範囲を求めればよい。 

 
( )

( )axx
axxxf

23
23 2

-=
-=¢

　　　
 

 0=a のとき 

  ( ) 03 2 ³=¢ xxf より ( )xf は単調増加し，これと ( ) 00 =f から， 
  0³x を満たすすべての xに対して ( ) 0³xf が成り立つ。 

 0<a のとき 

  ( ) 0=¢ xf の解は ax
3
2,0= で， 0

3
2

<a より， ( )xf の増減は次のようになる。 

  ( )
( ) ­¯­

+-+¢

極小極大xf
xf

ax

00

0
3
2



 

  よって， 0=x で極小となり，その値 ( ) 00 2 ³= af  
  ゆえに， 0³x を満たすすべての xに対して ( ) 0³xf が成り立つ。 

 0>a のとき 

  ( ) 0=¢ xf の解は ax
3
2,0= で， a

3
20 < より， ( )xf の増減は次のようになる。 

  ( )
( ) ­¯­

+-+¢

極小極大xf
xf

ax

00
3
20 

 

  よって， ax
3
2

= で極小となり，その値 ÷
ø
ö

ç
è
æ --=÷

ø
ö

ç
è
æ 1

27
4

3
2 2 aaaf  

  0³x を満たすすべての xに対して ( ) 0³xf が成り立つには， 0
3
2

³÷
ø
ö

ç
è
æ af であればよいから， 

  01
27
42 ³÷

ø
ö

ç
è
æ -- aa より，

4
270 £< a  

 以上より， 

 0<a または 0=a または
4

270 £< a ，すなわち
4

27
£a  
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(1) 

 条件を満たす接線の放物線上の座標を ( )kttt ++ 2, 2 とすると， 

接線の方程式は， 22 +=¢ xy より， ( )( ) ktttxty +++-+= 222 2  

すなわち ( ) ktxty +-+= 222  

これが原点を通るから 02 =+- kt であり， 
2 本の接線が存在，すなわち異なる 2 つの接点が存在するから， 

02 =+- kt が異なる 2 つの実数解をもつ。 

よって， kt ±= （ 0>k ） 
このとき，2 本の接線の傾きは，それぞれ 22,22 ++- kk  

2 本の接線は垂直だから ( )( ) 12222 -=++- kk  
4
5

=\k  

(2) 

 (1)より，放物線の方程式は
4
522 ++= xxy ，接線の方程式は ( ) ( )xyxy 52,52 +=-=  

それぞれの接点の x座標は
2
5,

2
5

-  

よって，求める面積は下図斜線部 

 

x

y

O

5√
2  

- 5√
2  
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  ゆえに， 

 

( ) ( )

12
55

2
5

3
1

2
5

3
1

2
5

2
5

52
4
5252

4
52

0

2
5

32
5

0

3

0

2
5

2

2
5

0

2

0

2
5

22
5

0

2

=

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
++

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
++÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

þ
ý
ü

î
í
ì +-+++

þ
ý
ü

î
í
ì +-++

-

-

-

òò

òò

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　

xx

dxxdxx

dxxxxdxxxx

 

  補足 

2
5,

2
5

- は，それぞれ ( ) ( ) 052
4
52,052

4
52 22 =--++=+-++ xxxxxx  

の重解だから， ( ) ( )
2

2
2

2

2
552

4
52,

2
552

4
52 ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=--++÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=+-++ xxxxxxxx  
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(1) 

 20 ££ a かつ 21£+a のとき，すなわち 10 ££ a のとき 

  

( ) ( ){ }

( )
[ ]

233

3

63

230

2

123

1 2

1

++-=

+-=

+-=

--=

+

+

+

ò
ò

aa

xx

dxxx

dxxxaS

a
a

a

a

a

a

　　

　　

　　  

 
 

 

 

x

y

O a a + 1 2 
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 20 ££ a かつ 12 +< a のとき，すなわち 21 £< a のとき 

  

( ) ( ){ } ( ){ }

( ) ( )
[ ] [ ]

6332

33

6363

023230

23

1
2

23
2

23

1

2

2

2

2

1

2

2

+--=

-+-=

-+-=

--+--=

+

+

+

òò
òò

aaa

xxxx

dxxxdxxx

dxxxdxxxaS

aa

aa

a

a

　　

　　

　　  

 
 

 

 

 

 

x

y

O a a + 1 2 
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(2) 

10 ££ a のとき 

( )

4
11

2
13

233
2

2

+÷
ø
ö

ç
è
æ --=

++-=

a

aaaS

　　
 

21 £< a のとき 

( ) 6332 23 +--= aaaaS  

( ) ( )1223366 22 --=--=¢ aaaaaS より， 

( ) 0=¢ aS の解で 21 £< a を満たすのは
2

31+
=a  

  よって， ( )aS の増減は次のようになる。 

( )
( ) 4/

0/

2
2

311

­¯
+-¢

+

極小aS
aS

x 

 

 以上より，グラフは下図のようになる。 
 よって， 2=a のとき ( )aS は最大値 4 をとる。 

 
x

y

O 1
2 1 1 + 3√

2  2 

11
4  

2 

8 - 3 3√
2  

4 


