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式と曲線 5 2 次曲線と直線 
89 略解 

(1) 

 3694 22 =+ yx ， yx 32 = より， ( ) ( ) 3682434 22222 ==+=+ xxxyx  
2

23
±=\ x  

 ゆえに， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
±± 2

2
23 ,  

(2) 

 44 22 =- yx ， xy -=12 より， ( ) ( ) 41212 2222 =-=--=- xxxyx  
2
5

=\ x  

 ゆえに， ÷
ø
ö

ç
è
æ -

4
3

2
5 ,  

(3) 

 042 =- xy ， xy -=1 より， ( ) 016414 222 =+-=--=- xxxxxy  223 ±=\ x  

 ゆえに， ( )222223 -± ,  

(4) 

 062 =- xy ， 62 -= yx より， 

( ) ( ) 0636126266 2222 =-=+-=--=- yyyyyxy  6=\ y  
 ゆえに， ( )66,  

90 略解 

(1) 

 ( ) 0143121 222222 =----=-+-=-- aaxxaxxyx  0143 22 =+++\ aaxx  

 判別式 0>D より， ( ) 03134
4

222 >-=+-= aaaD
 a,a <-<\ 33  

(2) 

 ( ) ( ) 0455449363943694 222222 =+++=-++=-+ mxxmmxxyx  

 判別式 0=D より， ( ) ( ) ( ) 05936455939494527
4

22222222 =-=-×-×=+-= mmmmmD  

 
3
5

±=\m  

 このとき， 5
4

9
59

3
527

49
54

2
1

2 



=
+×

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
×

=÷
ø
ö

ç
è
æ

+
-×=

m
mx  

 また， ( )
3
435

3
5

=+×±= y  ゆえに，接点の座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ±

3
45 ,  
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(3) 

 ( ) 0168288 222 =+-=-+=+ byybyyxy  

 判別式 0<D より， ( ) 01161616
4

22 <-=-= bbD
 11 <<-\ b  

91 略解 

(1) 

 ( ) 03691853694 2222 =--+-=--- kkxxxkx ，すなわち 0369185 22 =++- kkxx より， 

 ( ) ( ) ( )( )5536536369581
4

222 -+=-=+-= kkkkkD  

 よって， 55 <<- k のとき 0 個， 5±=k のとき 1 個， k,k <-< 55 のとき 2 個 

(2) 

 ( ) ( ) 0144424 2222 =+++=++=+ kxkxxkxxy より， ( ){ } ( )124412
4

22 +=-+= kkkD  

 よって，
2
1

-<k のとき 0 個，
2
1

-=k のとき 1 個， k<-
2
1

のとき 2 個 

(3) 

 ( ) ( ) 0641222 222222 =---=-+-=-- kxxkkxxyx  

 01 2 =- k ，すなわち 1±=k のとき 
上式は 1 次方程式となるので，1 個 

 01 2 ¹- k のとき 

  ( ) ( ) ( )( )33232164
4

222 -+-=--=-+= kkkkkD
より， 

  k,k <-< 33 のとき 0 個， 3±=k のとき 1 個， 33 <<- k のとき 2 個 

 以上より， 

k,k <-< 33 のとき 0 個， 31 ±±= ,k のとき 1 個， 

311113 <<<<--<<- k,k,k のとき 2 個 
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92 略解 
直線 ( )xfy = と曲線 ( )xgy = の交点の座標を ( ) ( )2211 y,x,y,x とすると， 

中点の座標は ÷
ø

ö
ç
è

æ ++
22

2121 yy
,

xx
であり， ( )xfy = を満たすから ÷

ø

ö
ç
è

æ +
=

+
22

2121 xx
f

yy
 

交点を結んだ線分の長さ＝ ( ) ( )2
21

2
21 yyxx ++-  

(1) 

 ( ) 0101231321 22222 =-+-=-+--=-- xxxxyx ，すなわち 010123 2 =+- xx  

 よって，解と係数の関係より，
3

104 2121 ==+ xx,xx  

 ゆえに， 

( )123
2

2
222

21212121 -=÷
ø

ö
ç
è

æ
+

+
×-

+
=÷

ø

ö
ç
è

æ ++
,

xx
,

xxyy
,

xx
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )

( ){ }

3
302
3

40

45

5

3232

21
2

21

2
21

2
21

2
21

2
21

2
21

=

=

-+=

-=

+--+-+-=-+-

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

xxxx

xx

xxxxyyxx

 

(2) 

 ( ) ( ) 0428229199 222222 =--=--=--+=-+ xxxxxxyx ，すなわち 042 =-- xx  
 よって，解と係数の関係より， 41 2121 -==+ xx,xx  

 ゆえに， 

 ÷
ø
ö

ç
è
æ=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+÷

ø

ö
ç
è

æ +
-

+
=÷

ø

ö
ç
è

æ ++
6
1

2
1

3
1

23
1

222
21212121 ,
xx

,
xxyy

,
xx

 

( ) ( ) ( )

( )

( ){ }

3
170

3
410

9
10

3
1

3
1

3
1

3
1

21
2

21

2
21

2

21
2

21
2

21
2

21

=

-+
=

-=

þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ +--÷

ø
ö

ç
è
æ +-+-=-+-

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

xxxx

xx

xxxxyyxx
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93 略解 

(1) 
 接線の方程式を ( )3-= xmy とすると，接点の x座標は 

( ){ } ( ) 0436241443444 22222222 =-+-+=--+=-+ mxmxmxmxyx の重解だから， 

判別式をDとすると， 0=D より， ( )( ) ( ) 051443614144
4

2224 =-=-+-= mmmmD  

よって
5

1
±=m  

ゆえに，求める接線の方程式は ( ) ( )3
3

13
5

1
--=-= xy,xy  

(2) 
 接線の方程式を mxy += とすると， 接点の x座標は 

( ) 0222222 222222 =+--=++-=+- mmxxmxxyx の重解だから， 

判別式をDとすると， 0=D より， ( ) 0122
4

222 =-=-+= mmmD  

よって， 1±=m  
ゆえに，求める接線の方程式は 11 -=+= xy,xy  

94 略解 

(1) 
 R ( )YX , とすると，P,Q の中点 R は kxy += 上の点だから， ( ) ( )kXXYX += ,,  

したがって，P ( )11 , yx ， ( )22 ,Q yx （ 21 xx ¹ ）とすると， 

( ) ÷
ø

ö
ç
è

æ
+

++
= k

xxxx
YX

2
,

2
, 2121  ・・・① 

21 , xx は ( ) 044 22 =-++ kxx すなわち 04485 22 =-++ kkxx の異なる 2 実数解だから， 

 判別式をDとすると， 0>D より， ( ) ( ) ( ) 0544454
4

222 >--=--= kkkD  

55 <<-\ k  ・・・② 

 解と係数の関係より， kxx
5
8

21 -=+  

 ①，②より， ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ-= kkYX

5
1,

5
4, ，

5
54

5
54

<<- X  

 これから kを消去することにより，R は XY
4
1

-= ，
5

54
5

54
<<- X を満たす点， 

 すなわち，直線 xy
4
1

-= の
5

54
5

54
<<- x の部分にある。 

 逆に，この図形上の任意の点は点 R の条件を満たす。 
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(2) 
 直線の方程式を kxy += 2 とおき， 

 R ( )YX , とすると，P,Q の中点 R は kxy += 2 上の点だから， ( ) ( )kXXYX += 2,,  

したがって，P ( )11 , yx ， ( )22 ,Q yx （ 21 xx ¹ ）とすると， 

( ) ÷
ø

ö
ç
è

æ ++
+

= kxx
xx

YX 21
21 ,

2
,  ・・・① 

21 , xx は ( ) 012 22 =-+- kxx すなわち 0143 22 =+++ kkxx の異なる 2 実数解だから， 

 判別式をDとすると， 0>D より， ( ) ( ) 03132
4

222 >-=+-= kkkD  

kk <-<\ 3,3  ・・・② 

 解と係数の関係より， kxx
3
4

21 -=+  

 ①，②より， ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ --= kkYX

3
1,

3
2, ， XX <-<

3
32,

3
32  

 これから kを消去することにより，R は XY
2
1

= ， XX <-<
3

32,
3

32
を満たす点， 

 すなわち，直線 xy
2
1

= の xx <-<
3

32,
3

32
の部分にある。 

 逆に，この図形上の任意の点は点 R の条件を満たす。 

95 

 楕円の方程式を 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

（ 0,0 >> ba ）とすると， 

 ( ) ( )0,2,0,2 - を通るから， 14
2
=

a
 42 =\a  

 ゆえに， 1
4 2

22
=+

b
yx  

 1
4 2

22
=+

b
yx

より， 044 2222 =-+ byxb  

 よって，直線 52 += xy との共有点の x座標は 

( ) 04524 2222 =-++ bxxb すなわち ( ) 041008016 222 =-+++ bxxb の重解である。 

したがって，判別式をDとすると， 0=D より， 

( ) ( )( ) ( ) 09441001640
4

22222 =-=-+-= bbbbD  

これと 0>b より， 3=b  

ゆえに， 1
94

22
=+

yx  
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96 

 122 =+ yx の接線で y軸平行な接線は 1,1 -== xx である。 

 1=x のとき 532 =y より 53±=y となり， 1=x は xy 532 = と 2 点で交わる。 

 1-=x は xy 532 = の解ではない。 
 よって， y軸平行な共通接線は存在しない。 

また， xy 532 = は 0=y を軸とする放物線だから，x軸に平行な共通接線も存在しない。 
 そこで，求める共通接線の方程式を nmxy += （ 0¹m ）とすると， 

 xy 532 = と共通接線の接点の x座標は 

 ( ) 0532 =-+ xnmx すなわち ( ) 0532 222 =+-+ nxmnxm の重解だから， 
 判別式を 1D とすると， 01 =D より， 

( ) 0455124532 222
1 =+-=--= mnnmmnD  

m
n

4
53

=\  ・・・① 

 122 =+ yx と共通接線の接点の x座標は 

 ( ) 0122 =-++ nmxx すなわち ( ) 0121 222 =-+++ nmnxxm の重解だから， 
 判別式を 2D とすると， 02 =D より， 

 ( ) ( )( ) 0111
4

222222 =+-=-+-= nmnmmn
D

 ・・・② 

①を②に代入して整理すると， ( )( ) 09454
16

1 22
2

=+- mm
m

 

 よって，
2
5

±=m  

 このとき①より，
2
3

±=n  

 ゆえに，求める共通接線の方程式は
2
3

2
5,

2
3

2
5

--=+= xyxy  
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97 
 点 ( )4,3 を通る直線のうち 

3=x は， 1
916

22
=+

yx
と 2 点で交わるから，接線ではない。 

4=y は， 1
916

22
=+

yx
と共有点を持たないから，接線ではない。 

そこで，求める接線の方程式を ( ) 43 +-= xmy すなわち ( )43 --= mmxy とすると， 

接点の x座標は
( ){ } 1

9
43

16

22
=

--
+

mmxx
の 

すなわち ( ) ( ) ( ){ } 0943164332916 222 =--+--+ mxmmxm の重解だから， 
判別式を 1D とすると， 01 =D より， 

( ){ } ( ){ }( )
( ){ }
( ){ }

( )
0

7247144

91643144

9916994316

916943164316
4

2

22

22

2221

=
-+=

++--=

×-×-×--=

+----=

　　

　　

　　

　　

mm

mm

mm

mmmm
D

 

よって，点 ( )4,3 を通る接線の傾きmは 07247 2 =-+ mm の解である。 

07247 2 =-+ mm の判別式を 2D とすると， 0714
4

222 >-=
D

より， 

07247 2 =-+ mm は異なる 2 実数解をもつ。 
すなわち点 ( )4,3 を通る傾きが異なる 2 本の接線が存在する。 

この 2 つの接線の傾きを 21 , mm とすると， 

07247 2 =-+ mm の解と係数の関係より， 121 -=mm  

 よって，2 本の接線は直交する。 
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98 
【1】 01 =y のとき 

 1
2

2
=

a
x

より，接点 P の座標は ( ) ( )0,,0, aa - だから，接線の方程式は axax -== ,  

【2】 01 ¹y のとき 

 接線の方程式を ( ) 11 yxxmy +-= すなわち ( )11 ymxmxy --= とすると， 

 1x は
( ){ }

1
2

2
11

2

2
=

--
-

b
ymxmx

a
x

の 

すなわち ( ) ( ) ( ){ } 02 22
11

2
11

22222 =+-+--- bymxaxymxmaxbma の重解だから， 

0222 ¹- bma より，
a
bm ±¹  

このとき解と係数の関係より
( )

222
11

2

1
2

2
bma
ymxma

x
-

-
=  

両辺を 222 bma - 倍し整理すると， 1
2

1
2 xbmya =  

1
2

1
2

ya
xb

m =\  

これを ( ) 11 yxxmy +-= に代入すると， ( ) 11
1

2
1

2

yxx
ya
xb

y --= より， 

( ) ( ) 011
2

11
2 =--- yyyaxxxb  

両辺を 22ba で割ると，
( ) ( )

02
11

2
11 =

-
-

-

b
yyy

a
xxx

 

両辺を整理すると， 2

2
1

2

2
1

2
1

2
1

b
y

a
x

b
yy

a
xx

-=-  ・・・① 

P ( )11 , yx は 1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

上の点だから， 1
2

2
1

2

2
1 =-

b
y

a
x

 ・・・② 

①，②より， 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx

 

12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx

に ( ) ( )0,,0, aa - を代入すると，それぞれ axax -== , となることから， 

【1】，【2】をまとめることにより，求める接線の方程式は 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx
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(1) 

1
4
3

9
2
3

=+ yx を整理することにより， 012332 =-+ yx  

(2) 

 1
2
1

4
3

=÷
ø
ö

ç
è
æ-+ yx を整理することにより， 0423 =-- yx  

(3) 

 1
4
1

16
52

=-
- yx を整理することにより， 0825 =++ yx  

(4) 
 ( )1122 +×=- xy より， 01=++ yx  

放物線の接線の方程式の求め方 
接線の方程式の求め方には， 

nmxy += とおいて始める方法と接点の座標を ( )11 , yx とおいて始める方法がある。 

1．y = mx+nとおいて求めた接線の方程式 

pxy 42 = の接線：
m
pmxy +=  pyx 42 = の接線： 2pmmxy -=  

求め方 

放物線 pxy 42 = の接線の方程式を nmxy += とすると， 

接点の x座標は ( ) pxnmx 42 =+ ，すなわち ( ) 022 222 =+-+ nxpmnxm の重解である。 

よって，判別式をDとすると， ( ) 02
4

222 =--= nmpmnD
より， ( ) 04 =- mnpp  

これと 0¹p より，
m
pn =  

ゆえに，接線の方程式は
m
pmxy +=  

同様に，放物線 pyx 42 = の接線を nmxy += とすると， 

共有点の x座標は ( )nmxpx += 42 ，すなわち 0442 =-- pnpmxx の重解である。 

よって，判別式をDとすると， 044
4

22 =+= pnmpD
より， ( ) 04 2 =+ npmp  

これと 0¹p より， 2pmn -=  

ゆえに，接線の方程式は 2pmmxy -=  
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2．接点を ( )11 , yx とおいて求めた接線の方程式 

pxy 42 = の接線： ( )11 2 xxpyy +=  pyx 42 = の接線： ( )11 2 yypxx +=  
求め方 

方法 1：重解と解と係数の関係を用いる 

pxy 42 = 上の原点でない点 ( )11 , yx の接線の傾きをmとすると， 
接線の方程式は ( ) 11 yxxmy +-= だから，接点の x座標 1x を求める方程式は， 

( ){ } pxyxxm 42
11 =+- ，すなわち ( ) ( ) 022 2

1111
222 =-++-- ymxxpmyxmxm  

1xx = はこの方程式の重解だから，解と係数の関係より，
( )

2
11

2

11
22

m
pmyxm

xx
+-

=+  

すなわち 2
11

2

1
2

m
pmyxm

x
+-

=  
1

2
y
pm =\  

これを ( ) 11 yxxmy +-= に代入し，整理すると ( ) 2
111 2 yxxpyy +-=  

これと 1
2

1 4pxy = より， ( )11 2 xxpyy +=  
方法 2：極限を使う 

pxy 42 = 上の 2 点 P ( )11 , yx ，Q ( )22 , yx を通る直線の傾きをmとすると， 

12
2

1
2

2

12

12

12 4

44
yy
p

p
y

p
y

yy
xx
yy

m
+

=

-

-
=

-
-

=  ( )2
2

21
2

1 4,4 pxypxy ==  

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
=

+
×

-
-

=
+

×
-
-

=
+
+

×
-
-

=
-
-

121212

12

1212

2
1

2
2

12

12

12

12

12

12 41441
yy
p

yyxx
pxpx

yyxx
yy

yy
yy

xx
yy

xx
yy

または，　

  ( ) ( )1122 ,P,Q yxyx ® のときのmの極限は P ( )11 , yx における接線の傾きだから， 

P ( )11 , yx における接線の傾き
112PQ

24limlim
12 y

p
yy
pm

yy
=

+
==

®®
 

よって，P ( )11 , yx における接線の式は， ( ) 11
1

2 yxx
y
py +-=  

これと 1
2

1 4pxy = より， ( )11 2 xxpyy +=  
方法 3：微分を使う 

pxy 42 = より， p
dx
dyy 42 =  

y
p

dx
dy 2

=\  

ゆえに， pxy 42 = 上の点 ( )11 , yx における接線の式は ( ) 11
1

2 yxx
y
py +-=  

これと 1
2

1 4pxy = より， ( )11 2 xxpyy +=  
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楕円の接線の方程式の求め方 
nmxy += とおいて始める方法と接点の座標を ( )11 , yx とおいて始める方法がある。 

1．y = mx+nとおいて求めた接線の方程式 

楕円 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

の接線： 222 bmamxy +±=  

求め方 

楕円 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

の接線の式を nmxy += とすると， 

接点の x座標は
( ) 1

2

2

2

2
=

+
+

b
nmx

a
x

の重解である。 

この両辺を 22ba 倍し， xについて整理すると ( ) 02 222222222 =-+++ banamnxaxbma  

よって，判別式をDとすると， 0=D より， 

( )( )
( )( ){ }

( )
0

4

222222

222222222

2222222224

=
+-=

-+-=

-+-=

　　

　　

　　

bnmaba

bnbmanmaa

banabmanmaD

 

0,0 ¹¹ ba より， 02222 =+- bnma  222 bman +±=\  

ゆえに， 222 bmamxy +±=  

補足： A
a

=2
1

， B
b

=2
1

と置き換えると処理が楽である。 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

を 122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A ，接線の式を nmxy += とおくと， 

接点の x座標は ( ) 122 =++ nmxBAx ，すなわち ( ) 012 222 =-+++ BnBmnxxBmA  

よって，判別式をDとすると， 0=D より， 

( )( )
( )

0

1
4

22

22222

=
---=

-+-=

　　

　　 BmAABn

BnBmAnmBD

 

222 bman +±=\  

ゆえに， 222 bmamxy +±=  
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2．接点を ( )11 , yx とおいて求めた接線の方程式 

楕円 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

の接線： 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx

  

求め方 

方法 1：重解と解と係数の関係を使う 

122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の点 ( )11 , yx を接点とする接線の傾きをm とすると， 

その方程式 ( ) 11 yxxmy +-=  

よって， 1x は ( ){ } 12
11

2 =+-+ yxxmBAx ， 

すなわち ( ) ( ) ( ) 0122 2
111

2
1

2
11

222 =-+-+--+ yymxxmBxBmyxBmxBmA の重解である。 

よって，解と係数の関係より，
( )

2
11

2

11
2

BmA
BmyxBm

xx
+

-
=+  

1

1

By
Ax

m -=\  

これを ( ) 11 yxxmy +-= に代入すると， ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +--=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx +=+  

これと 12
1

2
1 =+ ByAx より， 111 =+ yByxAx  

22
1,1
b

B
a

A == より，接線の方程式は 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx

  

方法 2：極限を使う 

122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の 2 点 

P ( )11 , yx ，Q ( )22 , yx を通る直線の傾きをmとすると， 

12

12

12

12

12

12

12

12

xx
xx

yy
yy

xx
yy
xx
yy

m

+
+

×
+
+

×
-
-

=

-
-

=

　　

 

12

12
2

1
2

2

2
1

2
2

yy
xx

xx
yy

+
+

×
-

-
=  ・・・① 

また， 12
1

2
1 =+ ByAx と 12

2
2

2 =+ ByAx の両辺の差をとると， 

( ) ( ) 02
1

2
2

2
1

2
2 =-+- yyBxxA  

B
A

xx
yy

-=
-

-
\ 2

1
2

2

2
1

2
2  ・・・② 

①，②より，
( )
( )12

12

yyB
xxA

m
+
+

-=  

  ( ) ( )1122 ,P,Q yxyx ® のときのmの極限は P ( )11 , yx における接線の傾きだから， 

P ( )11 , yx における接線の傾き
1

1
PQ

lim
By
Ax

m -==
®
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よって，P ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +--=  

両辺を 1By 倍し，整理すると， 2
1

2
111 ByAxyByxAx +=+  

これと 12
1

2
1 =+ ByAx より， 111 =+ yByxAx  

22
1,1
b

B
a

A == より，接線の方程式は 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx

  

方法 3：微分を使う 

122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A より， 022 =+
dx
dyByAx  

By
Ax

dx
dy

-=\  

ゆえに， 122 =+ ByAx 上の点 ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +--=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx +=+  

これと 12
1

2
1 =+ ByAx より， 111 =+ yByxAx  

22
1,1
b

B
a

A == より，接線の方程式は 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx
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双曲線の接線の方程式の求め方 
nmxy += とおいて始める方法と接点の座標を ( )11 , yx とおいて始める方法がある。 

尚，
a
by ±= は漸近線だから，これを除外する。 

1．y = mx+nとおいて求めた接線の方程式 

双曲線 12

2

2

2
=-

b
y

a
x

の接線： 222 bmamxy -±=  

双曲線 12

2

2

2
-=-

b
y

a
x

の接線： 222 bmamxy +-±=  

求め方 

1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

を 122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A ，接線の方程式を nmxy += とおくと， 

接点の x座標は ( ) 122 =+- nmxBAx ，すなわち ( ) 012 222 =---- BnBmnxxBmA の重解 

よって，判別式をDとすると， 0=D より， 

( )( )

0

1
4

22

22222

=
-+=

+-+=

　　

　　 BmAABn

BnBmAnmBD

 

BA
mn 12

2 -=\  

これと 22
1,1
b

B
a

A == より， 222 bman -±=  

ゆえに， 222 bmamxy -±=  

2．接点を と置いて求めた接線の方程式 

双曲線 12

2

2

2
±=-

b
y

a
x

の接線： 12
1

2
1 ±=-

b
yy

a
xx

  

求め方 

方法 1：重解と解と係数の関係を使う 

122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の点 ( )11 , yx を接点とする接線の傾きをm とすると， 

その方程式は ( ) 11 yxxmy +-=  

よって， 1x は ( ){ } 12
11

2 =+-- yxxmBAx ， 

すなわち ( ) ( ) ( ) 0122 2
111

2
1

2
11

222 =-+---+- yymxxmBxBmyxBmxBmA の重解である。 

よって，解と係数の関係より，
( )

2
11

2

11
2

BmA
BmyxBm

xx
-

-
-=+  

1

1

By
Ax

m =\  

( )11 , yx
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これを ( ) 11 yxxmy +-= に代入すると， ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +-=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx -=-  

これと 12
1

2
1 =- ByAx ， 22

1,1
b

B
a

A == より， 

接線の方程式は 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx

  

方法 2：極限を使う 

122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の 2 点 

P ( )11 , yx ，Q ( )22 , yx を通る直線の傾きをmとすると， 

12

12
2

1
2

2

2
1

2
2

12

12

12

12

12

12

12

12

yy
xx

xx
yy

xx
xx

yy
yy

xx
yy
xx
yy

m

+
+

×
-

-
=

+
+

×
+
+

×
-
-

=

-
-

=

　　

　　  

12

12
2

1
2

2

2
1

2
2

yy
xx

xx
yy

+
+

×
-

-
=  ・・・① 

また， 12
1

2
1 =- ByAx と 12

2
2

2 =- ByAx の両辺の差をとると， 

( ) ( ) 02
1

2
2

2
1

2
2 =--- yyBxxA  

B
A

xx
yy

=
-

-
\ 2

1
2

2

2
1

2
2  ・・・② 

①，②より，
( )
( )12

12

yyB
xxA

m
+
+

=  

( ) ( )1122 ,P,Q yxyx ® のときのmの極限は P ( )11 , yx における接線の傾きだから， 

P ( )11 , yx における接線の傾き
1

1
PQ

lim
By
Ax

m ==
®

 

よって，P ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +-=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx -=-  

これと 12
1

2
1 =- ByAx ， 22

1,1
b

B
a

A == より， 

接線の方程式は 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx
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方法 3：微分を使う 

122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A より， 022 =-
dx
dyByAx  

By
Ax

dx
dy

=\  

ゆえに， 122 =- ByAx 上の点 ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +-=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx -=-  

これと 12
1

2
1 =- ByAx ， 22

1,1
b

B
a

A == より， 

接線の方程式は 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx
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100 

(1) 

解法 1 

 44 22 =+ yx の両辺を xで微分すると 028 =+
dx
dyyx  

 接点の座標を ( )11 , yx とすると， 

( ) ( ) ( )0,1,0,1, 11 -=yx における接線の方程式は，それぞれ 1,1 -== xx だから， 

点 ( )52,5 を通らない。 

よって， 01 ¹y であり，これより， ( )11 , yx における接線の傾きは
1

14
y
x

dx
dy

-=  

したがって， 
( )11 , yx を通ることを使って接線の方程式を表すと 

( ) 11
1

14
yxx

y
x

y +--= より， 2
1

2
111 44 yxyyxx +=+  ・・・① 

点 ( )52,5 を通ることを使って接線の方程式を表すと 

( ) 525
4

1

1 +--= x
y
x

y より， 1111 52544 yxyyxx +=+  ・・・② 

( )11 , yx は 44 22 =+ yx 上の点だから 44 2
1

2
1 =+ yx  ・・・③ 

①，②，③より， 445254 2
1

2
111 =+=+ yxyx  

これを解いて接点の座標を求めると， ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

5
54,

5
5,

5
52,

5
52, 11 yx  

よって，①，③より， 44 11 =+ yyxx だから， 

求めた 11 , yx をこれを代入し，整理することにより 

求める接点の座標と接線の方程式は 

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

5
52,

5
52

， 0524 =-- yx  

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

5
54,

5
5

， 05 =+- yx  
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解法 2 
x軸と垂直な接線は，接点が ( ) ( )0,1,0,1 - より， 1,1 -=x であり， 

これは点 ( )52,5 を通らない。 

よって，接線は x軸と垂直でない。 

そこで，接線の傾きをmとし， 

計算の煩雑さを避ける目的で ( ) ( )qp,52,5 =  ・・・①とおくと， 
接線の方程式は ( ) qpxmy +-= すなわち ( )qmpmxy --=   ・・・② 

 よって，接点の x座標は ( ){ } 44 22 =--+ qmpmxx  

すなわち ( ) ( ) ( ) 0424 222 =--+--+ qmpxqmpmxm  ・・・③ の重解である。 

よって，判別式をDとすると， 

( ) ( ) ( ){ }
( )

( ){ }4214

1644

44
4

222

22

2222

-+---=

+--=

--+--=

qpqmmp

qmpm

qmpmqmpmD

　　

　　  

これと 0=D より， ( ) 0421 222 =-+-- qpqmmp  
これに①を代入し，整理すると， ( )( ) 0414 =-- mm  4,1=\m  

1=m のとき 

 接点の x座標は③の重解より，
( )

42 +
-

=
m

qmpmx  

 これと①より，
5
5

-=x  

 ①，②より，接線の方程式は 5+= xy だから， 

 接点の y座標は
5

545
5
5

=+-=y  

4=m のとき 

 同様にして，接点の x座標
5

52
=x ，接線の方程式 524 -= xy より， 

 接点の y座標は
5

52
-=y  

以上より，求める接線の方程式と接点の座標は 

5+= xy ， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

5
54,

5
5  

524 -= xy ， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

5
52,

5
52  
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(2) 

解法 1 

 44 22 =+ yx の両辺を xで微分すると 02
2

=-
dx
dyyx  

 接点の座標を ( )11 , yx とすると， 

 01 =y のとき 

( ) ( ) ( )0,2,0,2, 11 -=yx より，接線の方程式は，それぞれ 2,2 -== xx  

このうち 2=x は点 ( )3,2 を通るから， 

条件を満たす接線の方程式と接点の座標は ( )0,2,2=x  

01 ¹y のとき 

( )11 , yx における接線の傾きは
1

1

4y
x

dx
dy

=  

したがって， 
( )11 , yx を通ることを使って接線の方程式を表すと 

( ) 11
1

1

4
yxx

y
x

y +-= より， 2
1

2
111 44 yxyyxx -=-  ・・・① 

点 ( )3,2 を通ることを使って接線の方程式を表すと 

( ) 32
4 1

1 +-= x
y
x

y より， 1111 1224 yxyyxx -=-  ・・・② 

( )11 , yx は 1
4

2
2

=- yx
上の点だから 44 2

1
2

1 =- yx  ・・・③ 

①，②，③より， 44122 2
1

2
111 =-=- yxyx  

これを解いて接点の座標を求めると， ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ --=

4
3,

2
5, 11 yx  

よって，このとき，①，③より，接線の方程式は 43
2
5

=+- yx すなわち 0865 =+- yx  

 以上をまとめると， 

求める接線の方程式と接点の座標は 
2=x ， ( )0,2  

0865 =+- yx ， ÷
ø
ö

ç
è
æ --

4
3,

2
5  
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解法 2 

x軸と垂直な接線 
接点が ( ) ( )0,2,0,2 - より， 2,2 -=x であり， 

このうち 2=x は点 ( )3,2 を通るから， 

条件を満たす接線の方程式と接点の座標は ( )0,2,2=x  

x軸と垂直でない接線 
接線の傾きをmとすると，点 ( )3,2 を通ることから， 

接線の方程式は ( ) 32 +-= xmy すなわち ( )32 --= mmxy   ・・・① 

  よって，接点の x座標は ( ){ } 132
4

2
2

=--- mmxx  

すなわち ( ) ( ) ( ){ } 0132432814 222 =+-+--- mxmmxm  の重解である。 

よって，接点の x座標は，解と係数の関係より，
( )

14
324

2 -
-

=
m
mmx  ・・・② 

また，判別式をDとすると， 

( ) ( ) ( ){ }
( )

1012
432416

1321443216
4

22

2222

+-=
+-+-=

+----=

m
mm

mmmmD

　　

　　  

0=D より， 01012 =+- m  
6
5

=\m  ・・・③ 

したがって，②，③より，接点の x座標は
2
5

-  

これと①，③より，接線の方程式は
3
4

6
5

+= xy だから， 

接点の y座標は
4
3

3
4

2
5

6
5

-=+÷
ø
ö

ç
è
æ-×=y  

 よって，接線の方程式と接点の座標は
3
4

6
5

+= xy ， ÷
ø
ö

ç
è
æ --

4
3,

2
5  

 以上をまとめると， 

求める接線の方程式と接点の座標は 
2=x ， ( )0,2  

0865 =+- yx ， ÷
ø
ö

ç
è
æ --

4
3,

2
5  
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(3) 

解法 1 

 xy 82 = の両辺を xで微分し，整理すると 4=
dx
dyy  

 接点の座標を ( )11 , yx とすると， 

 01 =y のとき 

( ) ( )0,0, 11 =yx より，接線の方程式は， 0=x  

これは点 ( )5,3 を通らないから，条件を満たさない。 

01 ¹y のとき 

( )11 , yx における接線の傾きは
1

4
ydx

dy
=  

したがって， 
( )11 , yx を通ることを使って接線の方程式を表すと 

( ) 11
1

4 yxx
y

y +-= より， 2
111 44 yxyyx -=-  

( )11 , yx は xy 82 = 上の点だから， 1
2

1 8xy = より，
2

4
2

12
11

y
yx -=-  

よって， 2
11 2

14 yyyx -=-  ・・・① 

点 ( )5,3 を通ることを使って接線の方程式を表すと 

( ) 534

1
+-= x

y
y より， 11 5124 yyyx -=-  ・・・② 

①，②より，
2

512
2

1
1

y
y -=- すなわち ( )( ) 064 11 =-- yy  6,41 =\ y  

これと 1
2

1 8xy = および①より， 

求める接線の方程式と接点の座標は 
02 =+- yx ， ( )4,2  

0932 =+- yx ， ÷
ø
ö

ç
è
æ 6,

2
9  
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解法 2 

x軸と垂直な接線 

原点が接点となるから，接線の方程式は， 0=x  
これは点 ( )5,3 を通らないから，条件を満たさない。 

x軸と垂直でない接線 
接線の傾きをmとすると，点 ( )5,3 を通ることから， 

接線の方程式は ( ) 53 +-= xmy すなわち ( )53 --= mmxy   ・・・① 

  よって，接点の x座標は ( ){ } xmmx 853 2 =--  

すなわち ( ){ } ( ) 0534532 222 =-++-- mxmmxm  の重解である。 

よって，接点の x座標は，解と係数の関係より，
( )

2
453

m
mmx +-

=  ・・・② 

また，判別式をDとすると， 

( ){ } ( )
( )

( )( )1238
16538

53453
4

222

--=
+-=

--+-=

mm
mm

mmmmD

　　

　　  

0=D より， ( )( ) 0123 =-- mm  1,
3
2

=\m  ・・・③ 

①～③より， 

求める接線の方程式と接点の座標は 

3
3
2

+= xy ， ÷
ø
ö

ç
è
æ 6,

2
9  

2+= xy ， ( )4,2  
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101 

解法 1 
 P ( )qq sin2,cos3 （ pq 20 <£ ）とすると，直線 AB と点 P の距離最大となることは△APB

の面積が最大となるための必要十分条件である。 

 直線 AB の方程式は 1
23
=+-

yx
すなわち 0632 =+- yx だから， 

直線 AB と点 P の距離を hとすると， 

( )

13

1
4

cos6

13

1sincos6

32

6sin23cos32
22

+÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

+-
=

-+

+×-×
=

pq

qq

qq

　

　

h

 

よって， 1
4

cos =÷
ø
ö

ç
è
æ +

pq のとき hは最大となる。 

このとき， pq 20 <£ より， ppq 2
4
=+ すなわち pq

4
7

=  よって，P ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
- 2,

2
23  

解法 2 

 直線 AB と平行な直線を l， lと楕円の交点を P とすると，点 P と直線 AB の距離， 

すなわち底辺を AB とする△APB の高さは lと直線 AB の距離は等しい。 

したがって，lと直線ABの距離が最大となるような点Pならば△APBの面積も最大である。 

 このとき点 P は lと楕円の接点のうち直線 AB から遠い方の点である。 
 そこで，この P を ( )ts, とすると， 

 点 P は接点だから， lの方程式は 1
49

=+ ytxs すなわち 03694 =-+ tysx  

 一方，直線 AB の方程式は 1
23
=+-

yx
より， 0632 =+- yx  

 lと直線 AB は平行だから，
2
3

4
9

-=
s
t

 ts
2
3

-=\  ・・・① 

 点 P は楕円上の点だから， 1
49

22
=+

ts
 ・・・② 

 点 P は lと楕円の接点のうち直線 AB から遠い方の点だから， 0,0 <> ts  ・・・③ 

 ①～③より，P ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
- 2,

2
23  
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 接点を P ( )ts, とすると， 

【1】 0=t のとき 
P は原点だから，接線は 0=x すなわち y軸 

よって，点 Q は原点である。 
ゆえに，点 Q は y軸上にある。 

【2】 0¹t のとき 

  接線の方程式は ( )sxpty += 2 すなわち
t
psx

t
py 22

+=  

これと pst 42 = より，
2

2 tx
t
py +=  ・・・① 

  一方，直線 FQ の方程式は F ( )0,p を通り接線と直交する直線の方程式だから， 

( )px
p
ty --=

2
すなわち

22
tx

p
ty +-=  ・・・② 

①，②よりこれら 2 直線の交点、すなわち点 Q の座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
,0 t  

よって，点 Q は y軸上にある。 

【1】，【2】より，点 Q は y軸上にある。 
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原点が不等式を満たすか否かで曲線を境界として原点を含む領域か否かを決めればよい。 

104 

(1) 

 共有点の座標は連立方程式 
î
í
ì

=+

=+

3694

32
22 yx

kyx
 の解である。 

共有点の座標は実数だから，共有点が存在するための必要十分条件は， 

この連立方程式が実数解をもつことである。 

連立方程式の xの解を求めるための 2 次方程式は， 

xky 23 -= を 3694 22 =+ yx に代入し整理することにより， 03648 22 =-+- kkxx  

したがって，この方程式の判別式をDとすると， 

解 xが実数であるための必要十分条件は 0³D である。 

これと ( ) ( ) ( )7243682
4

222 --=---= kkkD
より， 0722 £-k  2626 ££-\ k  

このとき， kyx =+ 32 より， yの解も実数となる。 

ゆえに， 2626 ££- k  
(2) 

解法 1 

 3694 22 £+ yx より， 1
49

22
£+

yx  

 よって， 3694 22 £+ yx が表す領域は楕円 1
49

22
=+

yx
の周およびその内部である。 

 したがって， kyx =+ 32 とおくと，次ページ図より， 

kの値の範囲は 1
49

22
£+

yx  と kyx =+ 32  が共有点をもつときの範囲， 

すなわち(1)で求めた kの値の範囲と一致する。 

ゆえに， yx 32 + の最大値は 26 ，最小値は 26-  
また，このときの yx, の値については， 

03648 22 =-+- kkxx は 2632 ±=+ yx すなわち 26±=k のとき重解をもつことと 

重解は，解と係数の関係より，
48

4
2
1 kk

=÷
ø
ö

ç
è
æ -
-× であることから， 

2632 =+ yx すなわち 26=k のとき
2

23
=x ， 2=y  

2632 -=+ yx すなわち 26-=k のとき
2

23
-=x ， 2-=y  
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解法 2 

kyx =+ 32 とおくと， xky 23 -= より， ( )22 29 xky -=  

これと 3694 22 £+ yx より， ( ) 3624 22 £-+ xkx  

よって，
2

36
4

80
22 kkx -£÷

ø
ö

ç
è
æ -£  

ゆえに， 0
2

36
2
³-

k
より， 2626 ££- k  

26=k のとき 

4
kx = より，

2
23

=x  

また， kyx =+ 32 より， 2=y  

26-=k のとき 

4
kx = より，

2
23

-=x  

また， kyx =+ 32 より， 2-=y  

 よって， 
yx 32 + は 

 
2

23
=x ， 2=y のとき最大値 26  

 
2

23
-=x ， 2-=y のとき最小値 26-  

 をとる。 
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(1) 

 52 2 -= xy より， 52 2 += yx  ・・・① 

 これを 254 22 =+ yx に代入し，整理すると ( )( ) 053 =+- yy  5,3 -=\ y  
 これと①より， 3=y のとき 2±=x ， 5-=y のとき 0=x  

 ゆえに，共有点の座標は ( ) ( ) ( )5,0,3,2,3,2 --  

(2) 

 12 -= yx より， 12 += xy  ・・・① 

 これを 122 =- yx に代入し，整理すると ( )( ) 021 =-+ xx  2,1-=\x  

 これと①より， 1-=x のとき 0=y ， 2=x のとき 3±=y  

ゆえに，共有点の座標は ( ) ( ) ( )3,2,3,2,0,1 --  

(3) 

 922 =- yx より， 922 -= xy  ・・・① 

 これを ( ) 11 22 -=-- yx に代入し， xを求めると，
2

11
=x  

これと①より，
2
85

±=y  

ゆえに，共有点の座標は ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

2
85,

2
11,

2
85,

2
11  


