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極限 4 関数の極限 
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0+®x のとき 
( )1-xx は負の値を取りながら無限に 0 に近づいていくことと 

2-x は無限に 2- に近づいていくことから， ¥=
-
-

+® xx
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x 20
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0-®x のとき 
( )1-xx は正の値を取りながら無限に 0 に近づいていくことと 

2-x は 2- に無限に近づいていくことから， -¥=
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 1<a のとき 

  01 +®x より， xは 1 より大きい値をとりながら無限に 1 に近づいていく。 

  よって， 12 -x は正の値をとりながら無限に 0 に近づいていく。 
  これと ax - は無限に正の有限確定値 a-1 に近づいていくことから， 

¥=
-
-

+® 1
lim

201 x
ax

x
 

 1>a のとき 

  01 +®x より， xは 1 より大きい値をとりながら無限に 1 に無限に近づいていく。 

  よって， 12 -x は正の値をとりながら無限に 0 に近づいていく。 
  これと ax - は無限に負の有限確定値 a-1 に近づいていくことから， 
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 1<a のとき 

  01 -®x より， xは 1 より小さい値をとりながら無限に 1 に近づいていく。 

  よって， 12 -x は負の値をとりながら無限に 0 に近づいていく。 
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  これと ax - は無限に正の有限確定値 a-1 に近づいていくことから， -¥=
-
-

+® 1
lim

201 x
ax

x
 

 1>a のとき 

  01 -®x より， xは 1 より小さい値をとりながら無限に 1 に近づいていく。 

  よって， 12 -x は負の値をとりながら無限に 0 に近づいていく。 

  これと ax - は無限に負の有限確定値 a-1 に近づいていくことから， ¥=
-
-

+® 1
lim

201 x
ax

x
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(1)(2)より， 
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 1¹a ならば極限はない。 

238 
[ ]x とは xを超えない最大の整数を表す。例： [ ] 35.3 = [ ] 45.3 -=-  

また， [ ] kx = ならば 1+<£ kxk  

(1) 

 02 +®x のとき 

  xは 2 より大きい値をとりながら無限に 2 に近づいていくから [ ] 2lim
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 02 -®x のとき 

  xは 2 より小さい値をとりながら無限に 2 に近づいていくから [ ] 1lim
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 よって，極限はない。 
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(1) 

解法１：置き換え 

 tx -= とおくと， -¥®x Û ¥®t より， 
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解法 2：直接解く 
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(1) 

 分母が 0 に収束するため，分子が 0 でない有限確定値に収束すると与式は発散する。 

したがって，与式が収束するためには，分子が 0 に収束することが必要である。 

すなわち， ( ) aax
x
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®
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このとき，
( )( )

( ) 131
3

131
131131131

++
=

++

++-+
=

-+

xxx
xx

x
x

より， 

2
3

131
3lim131lim

00
=

++
=

-+
®® xx

x
xx

 

(2) 

 分母が 0 に収束するため，分子が 0 でない有限確定値に収束すると与式は発散する。 

したがって，与式が収束するためには，分子が 0 に収束することが必要である。 

すなわち， ( ) 6368lim
1

-=-+
®

axa
x

より， 063 =-a  2=\a  
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241 

(1)～(3) 

いずれの与式も分母が 0 に収束するから，与式が収束するためには分子も 0 に収束する

ことが必要である。 

略解 

(1) 
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(2) 
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(4) 

 与式が 0 に収束するためには， 0<a であることが必要である。 
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0
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=
®
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であることが必要であるから， ( ) ( )1lim
1

fxf
x

=
®

より， ( ) 01 =f  ・・・② 

よって，①，②および因数定理より， 
3 次関数 ( )xf は ( ) ( )( )baxxxxf +-= 1 （ 0¹a ）と表せる。 

これより， 
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これと①より， 2=a  
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ポイント（解法 1，2 共通） 

 点 P が点 A に近づくから，点 Q の座標を点 P の座標を用いて表す。 

解法 1 

P ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

a
a

2
, k ( )k¹a とすると，直線 AP の傾き＝

aa
a k

k

kk
-=

-

-
2

 

直線 PQ は AP と垂直で点 P を通る直線だから，その式は ( )
a

aa 2kx
k

y +-=  

これを整理すると，
( )( )

a
aaaa

k
kkkx

k
y

22 ++-
+= となり， 

点 Q は
( )( )

a
aaaa

k
kkkx

k
y

22 ++-
+= と xy = の交点であることより， 

その x座標を Qx とすると，
( )( )

a
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k
kkkx

k
x

22

QQ
++-

+= を満たす。 
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k
kkkx

k
k 22

Q
++-

=
-

\  

これと 0¹k ， a¹k より， 
a

aa 22

Q
++

=
kkx  

よって， kkkx
kk

3limlim
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Q =
++

=
®® a
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aa

 

ゆえに，点 Q が近づいていく点の座標は， ( )kk 3,3  
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解法 2 

点 P は 2kxy = の点 A ( )kk , でない点だから，P ÷÷
ø

ö
çç
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æ

a
a

2
, k ( )k¹a ， 

点 Q は xy = 上の点だから，Q ( )XX , とおくと，PA⊥PQ より， 0PQPA =×  
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より， 
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両辺を 2a 倍すると， ( ) 433422 2 kkkXkk +--=+- aaaaaa  
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より， 
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ゆえに，点 Q が近づいていく点の座標は， ( )kk 3,3  

 

 


