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微分法の応用 5 関数のグラフ 

336 

ポイント：x 軸に垂直でない漸近線 
( )xfy = について， ¥®x のときの x軸に垂直でない漸近線を ( ) baxxg += とすると， 

( ) ( ){ } 0lim =-
¥®

xgxf
z

だから， ( ) ( ){ } 0lim =+-
¥®

baxxf
x

となる ba, を求める。 

 あるいは， 
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 補足 

1
1

lim
2

-=
+-¥® x

x
x

について 

  ややこしいなら， 

  tx -= とおくと， -¥®x のとき ¥®t だから， 
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(2) 
 漸近線が x軸または y軸と垂直でないのは明らかだから， 

 漸近線を baxy += とおくと， 

 ¥®x のとき 
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  より， 03 =- a  3=\a  ・・・① 
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これと 
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別解 
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(1) 

( )
2

4
2 +

==
x
xxfy とおくと， ( ) ( )xfxf --= より，グラフは原点対称 
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(2) 

( )
42
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xxfy とおくと， ( ) ( )xfxf --= より，グラフは原点対称 
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(3) 
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(4) 
 ( )xfy = とおくと， ( ) ( )xfxf --= より，グラフは原点対称 
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(5) 
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(6) 
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(1) 

 ( ) 34xxf =¢ ， ( ) 212xxf =¢¢ より， ( ) ( ) 000 =¢¢=¢ ff  
 0<x のとき ( ) 0<¢ xf ， 0>x のとき ( ) 0>¢ xf より， ( )xf は 0=x で極値をとる。 

(2) 

 ( ) xxxxxf cossin2 2+=¢ ， ( ) ( ) xxxxxf cos4sin2 2 +-=¢¢ より， ( ) ( ) 000 =¢¢=¢ ff  

 0=x 近傍において， 
0<x のとき， 0sin <x ， 0cos >x より， ( ) 0>¢ xf  

  0>x のとき， 0sin >x ， 0cos >x より， ( ) 0>¢ xf  

 よって， ( )xf は 0=x で極値をとらない。 

339 

ただ 1 つの変曲点をもつこと 

 xxy 63 2 +-=¢ より， ( )16 --=¢¢ xy  
 よって， 0=¢¢y のとき 1=x  

 これと 1<x のとき 0>¢¢y ， 1>x のとき 0<¢¢y より， 
23 3xxy +-= はただ 1 つの変曲点をもつ。 

変曲点に関して対称であること 

解法 1：変曲点が原点になるように平行移動した関数が奇関数であることを示す 
変曲点の座標は ( )2,1 である。よって，グラフが変曲点に関して対称ならば， 

このグラフを変曲点が原点になるように平行移動したグラフ，つまり 23 3xxy +-= を x軸
方向に 1- ， y軸方向に 2- 平行移動したグラフは原点に関して対称である。 

23 3xxy +-= を x軸方向に 1- ， y軸方向に 2- 平行移動したグラフの式は 

( ) ( ){ } ( ){ }23 1312 --+---=-- xxy より， xxy 33 +-=  

よって， yは xの奇関数だから， xxy 33 +-= は原点に関して対称である。 

ゆえに， 23 3xxy +-= は変曲点に関して対称である。 

補足 

「 yは xの奇関数だから， xxy 33 +-= は原点に関して対称である」を 

「 ( ) xxxfy 33 +-== とすると， ( ) ( )xfxf --= より， ( )xfy = は原点に関して対称である」 

 としてもよい。 
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解法 2 
(1)より，変曲点の座標は ( )2,1 である。 

したがって， ( ) 23 3xxxfy +-== とすると， 
点 ( )( )tft -- 1,1  と点 ( )( )tft ++ 1,1 （ tは任意の実数）の中点が変曲点と一致するならば 

( )xfy = は変曲点に関して対称であるといえる。 

点 ( )( )tft -- 1,1  と点 ( )( )tft ++ 1,1 （ tは任意の実数）の中点は， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( )2,1

2
131131,1

2
11,

2
11 2323

=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +++-+-+--
=÷

ø
ö

ç
è
æ ++-++- tttttftftt

 

だから， ( )( )tft -- 1,1 と点 ( )( )tft ++ 1,1 （ tは任意の実数）の中点が変曲点と一致する。 

よって， ( )xfy = は変曲点に関して対称である。 

340 

 ( ) cbxaxxxfy +++== 33 23 とすると， 

( ) baxxxfy 363 2 ++=¢=¢  
( ) ( )axxfy +=¢¢=¢¢ 6  

 条件より， 
( ) 30 =f  3=\c  

1=x で極小となるための必要条件は ( ) 01 =¢f  0363 =++\ ba  ・・・① 

点 ( )3,0 が変曲点であるための必要条件は ( ) 00 =¢¢f  0=\a  ・・・② 

①，②より， 1-=b  
以上より， 3,1,0 =-== cba  

しかし，これらは必要条件を用いて得た値だから，その十分性を調べる必要がある。 
そこで，逆に， 3,1,0 =-== cba とすると， 

( ) 333 +-== xxxfy ， ( ) ( )( )11333 2 -+=-=¢=¢ xxxxfy ， ( ) xxfy 6=¢¢=¢¢ より， 

増減表は次のようになり，与えられた条件を満たす。 

È­È¯Ç¯Ç­

+++---¢¢
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-

15

0
00
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極小値
変曲点

極大値
y

y
y
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 ゆえに， 3,1,0 =-== cba  
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341 

(1) 

 変化の割合が正の区間だから， 20 << x ， 54 << x  

(2) 

 グラフが上に凸となる区間だから， 30 << x  

(3) 
30 << x のとき 0<¢¢y だから， y¢は単調減少する。 

53 << x のとき 0>¢¢y だから， y¢は単調増加する。 

これと 3=x のとき 0=¢¢y より， y¢は 3=x で最小値をとる。 

342 

 ( ) edxcxbxaxxf ++++= 234 とすると， 

( ) dcxbxaxxf +++=¢ 234 23 ， ( ) cbxaxxf 2612 2 ++=¢¢  
点 ( )8,1 における接線は xy = に平行だから， ( ) 11 =¢f  1234 =+++\ dcba  ・・・① 

 変曲点の座標より， 
( ) 11 =-f  1=+-+-\ edcba  ・・・② 

( ) 81 =f  8=++++\ edcba  ・・・③ 

  ( ) ( ) 011 =¢¢=-¢¢ ff ， ( ) cbxaxxf 2612 2 ++=¢¢ より， ( )( )11122612 2 -+=++ xxacbxax  

  これは xについての恒等式だから， aaxcbxax 12122612 22 -=++ より， 
0=b  ・・・④ ac 6-=  ・・・⑤ 

 ①～⑥より，
16
97,

2
7,

18
5,,0,

16
5

==-=== edcba  

 よって， ( )
16
97

2
7

18
5

16
5 24 ++-= xxxxf  

343 

 ( )242 +++=¢ axxey x より， ( )662 +++=¢¢ axxey x  

 0>xe より， 0=¢¢y のとき 0662 =+++ axx  

 0662 =+++ axx の判別式をDとすると， 3
4

+-= aD  

 0
4
>

D
のとき，すなわち 3<a のとき， 0662 =+++ axx は異なる 2 実数解をもち， 

 その解を ba , とすると， 662 +++ axx は ( )( )ba -- xx と表せるから， 
 それぞれの解の前後で y ¢¢ の正負が変わる。よって，変曲点の数は 2 

0
4
£

D
のとき，すなわち 3³a のとき， 0662 ³+++ axx より， 0³¢¢y  

よって，曲線は下に凸，すなわち変曲点をもたない。 

 以上より， 変曲点の数は， 3<a のとき 2 個， 3³a のとき 0 個 
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344 

(1) 
 1loglog -= xy の定義域は， xlog および 1loglog -x の真数条件より， xeex <<< ,0 ， 

1loglog -= xy と x軸との交点の x座標は 2,1 ex =  

 また， ¥=
+®
y

x 0
lim ， -¥=

-®
y

ex 0
lim ， -¥=

+®
y

ex 0
lim ， ¥=

¥®
y

x
lim  

( )1log
1
-

=¢
xx

y ，
( )22 1log

log
-

-=¢¢
xx
xy  

補足 

ex <<0 のとき
( ){ }
( ) ( )1log

1
1log
1log

-
=

--

¢--
=¢

xxx
xy  
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(2) 
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1sin2 +
=¢ ，
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sin2sin4cos2 ++
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345 

(1) 

 与式より， 24 xxy -= または 24 xxy --=  

 24 xxy -= と 24 xxy --= は x軸に関して対称であり， 

 24 xxy -= ， 24 xxy --= のそれぞれは原点に関して対称だから， 

 まず 24 xxy -= （ 0,0 ³³ yx ）の概形を描き， 

それと x軸， y軸，原点に関して対称なグラフを描き足せばよい。 

 
2

2

4

24

x

xy
-

-
=¢ ，

( )
( )

0
44

62
22

2
<
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-
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xx

xxy ， 2lim
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=¢
+®
y

x
， -¥=¢

-®
y

x 02
lim  

 

02/
//
/0/
220

Ç¯Ç­
---¢¢
-+¢

y
y
y
x 

  

 より， 24 xxy -= （ 0,0 ³³ yx ）の概形は次のようになる。 
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 ゆえに， ( )222 4 xxy -= のグラフは次のようになる。 
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(2) 

 与式より， 1+= xxy または 1+-= xxy  

 1+= xxy と 1+-= xxy は x軸に関して対称だから， 

 1+= xxy のグラフを描いてから，それと x軸に関して対称なグラフを描き足せばよい。 

1+= xxy のグラフの概形について 

  
12

23
+

+
=¢

x
xy ，

( )
0

114
43

>
++

+
=¢¢

xx
xy （ 1->x ）， -¥=¢
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y

x 01
lim  

  

È­-È¯
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9
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x 

 

 よって，グラフの概形は次のようになる。 
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346 

解法 1 

 ( ) ( ) 4
222 -+=-= -- tttt eeeex  ( ) 422

+=+\ - xee tt  

 0>+ -tt ee より， 42 +=+ - xee tt  

 これと ( )( ) ( )( ){ }31
22233 -++=+-+=+= ----- tttttttttt eeeeeeeeeey より， 

 ( ) 41 22 ++= xxy  
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=
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解法 2 

 0>+= -tt ee
dt
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