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微分法の応用 6 方程式，不等式への応用 

exと xnに関する極限 

0>x のとき， 0lim =
¥® x

n

x e
x

（ nは 0 以上の整数）の証明 

証明 

( ) xexf = とすると， ( )xf は xで無限回微分可能だから， 

( )  +++++++== +
+

1
1

3
3

2
210

n
n

n
n

x xaxaxaxaxaaexf とおくと， 

 ( ) ( ) ( )  +++++++== +
- n

n
n

n
x xanxanxaxaaexf 1

12
321

1 132!1  

 ( ) ( ) ( ) ( )  1
1

2
32

2 1123!2 -
+

- ++-++×+== n
n

n
n

x xannxannxaaexf  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )  23

3
3 1121!3 -- -++--++== nn

n
x xnnnxannnaexf  

  
( ) ( ) ( ) ( )  +-++= + xannnanxf nn
n

1211!  

 よって， ( ) 010 af == ， ( ) ( ) 1
1 !110 af == ， ( ) ( ) 2

2 !210 af == ， ( ) ( ) 3
3 !310 af == ，， 

( ) ( ) n
n anf !10 ==  

ゆえに， ( ) ( )  +
+

++++++== +132

!1
1

!
1

!3
1

!2
11 nnx x

n
x

n
xxxexf  

これより， 0
!
>>

n
xe
n

x （ nは 0 以上の整数）であることが推測でき， 

0
!
>

n
x n

は問題条件より明らかだから，
!n
xe
n

x > であることを数学的帰納法で証明する。 

つまり， ( )
!n
xexg
n

x
n -= （ 0>x ， nは 0 以上の整数） ・・・① とおき， 

( ) 0>xg n が成り立つことを数学的帰納法で証明する。 

【1】 0=n のとき 

( ) 011 >-= xexg （ 0>x ）より，①が成り立つ。 

【2】 kn = のとき①が成り立つと仮定すると， ( ) 0
!
>-=

k
xexg
k

x
k  

  1+= kn のとき， ( ) ( )!1

1

1 +
-=

+

+ k
xexg
k

x
k より， ( ){ } ( ) 0

!1 >=-=¢+ xg
k
xexg k

k
x

k  

  よって， ( )xg k 1+ は単調増加関数である。 

これと ( ) 101 =+kg より， 0>x のとき ( ) 01 >+ xg k となり， 1+= kn のときも①が成り立つ。 

【1】，【2】より，①が成り立つ。 

以上より， 0
!
>>

n
xe
n

x （ nは 0 以上の整数）が成り立つ。 

0
!
>>

n
xe
n

x は 0 以上の任意の整数 nで成り立つから ( ) 0
!1

1
>

+
>

+

n
xe
n

x が成り立つ。 
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よって，
( )

1

!110
+

+
<< nx x
n

e
より，

( )
x

n
e
x
x

n !1
0

+
<<  

これと
( )

0
!1

lim =
+

¥® x
n

x
より， 0lim =

¥® x

n

x e
x  

349 

(1) 

 ( )
2

sin
2xxxxf +-= とおくと， 

( ) xxxf +-=¢ 1cos  

( ) 1sin +-=¢¢ xxf  

よって， nを整数とすると， 

pp nx 2
2
+= のとき ( ) 0=¢¢ xf ， pp nx 2

2
+¹ のとき ( ) 0>¢¢ xf  

 これより ( )xf ¢ は単調増加関数であり， 

( ) 010 >=¢¢f ， ( ) 00 =¢f より， 0>x のとき ( ) ( ) 00 =¢>¢ fxf  

よって， 0>x のとき， ( ) ( ) 00 => fxf  

ゆえに， 0>x のとき，
2

sin
2xxx ->  

補足 

  ( )
( )





­-­¢

+++¢¢

1
2

0

0
2

0

p

p

xf

xf

x

 

 つまり， 0=x のとき ( ) 0=¢ xf ， 0>x のとき ( ) 0>¢ xf  

  よって， 0³x のときの関数 ( )xf の増減表は次のようになる。 

 ( )
( ) ­

+¢

0
0
0

xf
xf
x 

 

  したがって， 0>x のとき， ( ) 0>xf  

ゆえに，
2

sin
2xxx ->  

 

 

 

 

 



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

3 
 

(2) 

 ( )
x

xxxf
+

-+-=
1
1

8
3

2
11 2 とおくと 

 ( ) ( ) 2
3

1
2
1

4
3

2
1 -+++-=¢ xxxf  

 

( ) ( )

( ) ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+
-=

þ
ý
ü

î
í
ì

+-=¢¢ -

5

2
5

1

11
4
3

11
4
3

x

xxf

 

 0>x のとき， ( )5111 xx +<+< より，
( )

1
1

1

1

10
5

<
+

<
+

<
xx

 ( ) 0>¢¢\ xf  

 これと ( ) 00 =¢f より， 0>x のとき ( ) ( ) 00 =¢>¢ fxf  

 よって， 0>x のとき， ( ) ( ) 00 => fxf  

ゆえに， 0>x のとき， 2

8
3

2
11

1
1 xx
x

+-<
+

 ・・・① 

 ( ) x
x

xg
2
11

1
1

+-
+

= とおくと 

 ( )
( ) ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+
-=¢

31

11
2
1

x
xg より， 0>x のとき ( ) 0>¢ xg  

 よって， 0>x のとき， ( ) ( ) 00 => gxg  

 ゆえに，
x

x
+

<-
1
1

2
11  ・・・② 

 ①，②より， 2

8
3

2
11

1
1

2
11 xx

x
x +-<

+
<-  
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ポイント 

不等式を解くテクニック 

1．適当な 1 つの文字を変数 xに置き換えて適当な関数をつくり，その振る舞いを調べる。 
  たとえば， aを xに置き換えて適当な関数 ( )xf をつくる。 

2．適当な文字式を変数 xに置き換えて適当な関数をつくり，その振る舞いを調べる。 
  たとえば， abを xに置き換えて適当な関数 ( )xf をつくる。 

3．適当な関数を変数uに置き換えて適当な関数をつくり，その振る舞いを調べる。 
  たとえば，与式 ( )xf を変形し ( )( )xgh のような合成関数の形にし， ( ) uxg = とおき， 

  ( )uh の振る舞いを調べる。 

4．平均値の定理の利用 

5．積分を利用 

(1) 

解法 1：1 つの文字を変数 xに置き換えて適当な関数をつくり，その振る舞いを調べる。 

 ( ) ( )
ax
axaxxf

+
-

--=
2loglog とおくと， ( ) ( )

( )2

2

axx
axxf
+

-
=¢  

 よって， 0>x のとき ( ) 0³¢ xf より， 0>x において ( )xf は単調増加する。 

これと ( ) 0=af より， 

ax ³ のとき ( ) ( ) 0=³ afxf  

すなわち，
( )

ax
axax

+
-

³-
2loglog  

これと ab ³ より，
( )

ab
abab

+
-

³-
2loglog  

解法 2: 適当な文字式を xとおいて，適当な関数をつくり，その振る舞いを調べる。 

 
( )

1

12
log2loglog

+

÷
ø
ö

ç
è
æ -

-=
+
-

--

a
b
a
b

a
b

ab
abab  

 ここで， x
a
b
= とおき ( ) ( )

1
12log

+
-

-=
x
xxxf とすると ( ) ( )

( )2

2

1
1
+

-
=¢

xx
xxf  ・・・① 

 また， 0>³ ab より， ( )xf の定義域は 1³=
a
bx  ・・・② 

 よって，①，②より， ( ) 0³¢ xf であるから， ( )xf は単調増加する。 

 これと ( ) 01 =f より， ( ) 0³xf  

 ゆえに，
( )

ab
abab

+
-

³-
2loglog  
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解法 3：積分（面積）を利用 

【1】 ab = のとき 

 
( )

ab
abab

+
-

=-
2loglog が成り立つ 

【2】 ab ¹ のとき 

 xy log= とすると， 01
2 <-=¢¢
x

y より，曲線 xy log= は上に凸である。 

したがって， xy log= ， bx = ， ax = ， ay log= で囲まれた部分の面積は， 

( )aa log, ， ( )ab log, ， ( )bbb log, を頂点とする三角形の面積より大きい。 

 ( ) ( )( )
2

loglogloglog ababdxax
b

a

--
>-\ò Û ( )[ ] ( )( )

2
logloglog1log ababaxxx b

a
--

>--  

Û ( ) aaabbabbaaaaaabbbb log
2
1log

2
1log

2
1log

2
1loglogloglog +-->-----  

Û ( ) abaaabbabb ->--+ loglogloglog
2
1  

Û ( )( ) ababab ->+- loglog
2
1  

Û ( )
ab
abab

+
-

>-
2loglog  

 

【1】，【2】より，
( )

ab
abab

+
-

³-
2loglog が成り立つ 

x

y

O

xy log=  

a  b  

alog  

blog  

ax =  bx =  

ay log=  
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(2) 

解法 1：1 つの文字を変数 xに置き換えて適当な関数をつくり，その振る舞いを調べる。 

 
2

0 pba £<< より，
b
a

b
a

sin
sin

< を同値変形すると， 0sinsin >- baab  

 したがって， 0sinsin >- baab を証明すればよい。 

 ( ) bb sinsin xxxf -= ÷
ø
ö

ç
è
æ £<<

2
0 pbx とすると， ( ) bb sincos -=¢ xxf ， ( ) xxf sinb-=¢¢  

 ここで，
2

0 pb £<< x より， ( ) 0<¢¢ xf  

 よって，曲線 ( )xfy = は上に凸であり，これと ( ) ( ) 00 == bff より， ( ) 0>xf  

 したがって，
2

0 pba £<< より， ( ) 0sinsin >-= baabaf  

解法 2：1 つの文字を変数 x に置き換えて適当な関数をつくり，その振る舞いを調べる。 

2
0 pba £<< より，

b
a

b
a

sin
sin

< を同値変形すると，
a
a

b
b sinsin
<  

 したがって，
a
a

b
b sinsin
< を証明すればよい。 

 ( )
x
xxf sin

= ÷
ø
ö

ç
è
æ £<

2
0 px とすると， ( )

2
sincos

x
xxxxf -

=¢  

 ここで， ( ) xxxxg sincos -= ÷
ø
ö

ç
è
æ £<

2
0 px とおくと， ( ) 0sin <-=¢ xxxg より， 

( ) xxxxg sincos -= ÷
ø
ö

ç
è
æ £<

2
0 px は単調減少する。 

これと， ( ) 00 =g より， ( ) 0<xg  

( ) 0sincos
2

<
-

=¢\
x

xxxxf  

 ゆえに， ( )
x
xxf sin

= ÷
ø
ö

ç
è
æ £<

2
0 px は単調減少する。 

 これと，
2

0 pba £<< より，
a
a

b
b sinsin
<  
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解法 1：logxの正負で分類 

【1】 10 << x のとき 

 0log <x だから， xax log> が成り立つための条件は 0³a  

【2】 1=x のとき 

 0log =x だから，任意の実数 aに対し xax log> が成り立つ。 

【3】 x<1 のとき 

 0log >x だから， xax log> を同値変形すると， a
x
x

>
log

 

 よって， aの値が
x
x

log
の最小値より小さければよい。 

 ( )
x
xxf

log
= （ 1>x ）とすると， ( )

( )2log2
2log
xx

xxf -
=¢ より， 

( )xf の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) ­¯

+-¢

2
/

0/
1 2

exf

xf
ex 

 

 よって，
x
x

log
の最小値は

2
e  

 ゆえに，
2
ea <  

すべての正の数 xに対し xax log> が成り立つためには， 

【1】～【3】が同時に満たされればよいから， 

定数 aの範囲は
2

0 ea <£  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

8 
 

解法 2：aの正負で分類 

【1】 0<a のとき 

  0lim
0

=
+®

x
x

， ¥==
+®+®

xaxa
xx

loglimloglim
00

より，不適 

【2】 0=a のとき 

0>x ， 0log =xa より xax log> が成り立つ。 

【3】 a<0 のとき 

( ) xaxxf log-= とすると， ( )
x
axxf

2
2-

=¢ より， ( )xf の増減は次のようになる。 

  ( )
( ) ( ) ­-¯

+-¢

aaxf
xf

ax

2log12/
0/

40 2 

 

  すべての正の数 xに対して， xax log> が成り立つためには、 

( )xf の最小値 ( ) ( )aaaf 2log124 2 -= が正であればよい。 
すなわち， 0>a より， 02log1 >- a であればよい。 

よって，この不等式を解くことにより，
2
ea <  

【1】～【3】より，定数 aの範囲は
2

0 ea <£  
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352 

( ) ( )xx exxexf 21 +--= （ 10 ££ x ）とすると， 

( ) ( ) 1122 +-+-=¢ xxexf x より， ( ) ( ) ( ){ }3214 22 -+-=++-=¢¢ xexxexf xx  
よって， 10 ££ x において， ( ) 0<¢¢ xf  

 これより，曲線 ( )xfy = は上に凸であり，これと ( ) ( ) 010 == ff より， ( ) 0³xf  

 ゆえに， xx eexx £+- 21  ・・・① 

 ( ) xx eexxxg -++= 2

2
11 （ 10 ££ x ）とすると， 

 ( ) ( ) 122
2

2 +-+=¢ xxexg
x

より， ( ) ( ) 0
2

4
>

+
=¢¢

xexxxg  

 よって， 10 ££ x において ( )xg ¢ は単調増加し，これと ( ) 00 =¢g より， 

 0=x のとき ( ) 0=¢ xg ， 10 £< x のとき ( ) 0>¢ xg だから， ( ) ( ) 00 =³ gxg  

 ゆえに， xx exxe 2

2
11 ++£  ・・・② 

 ①，②より， xxx exxeexx 22

2
111 ++££+-  

353 

(1) 

 方程式を同値変形すると， ( )23 -= xax  

2=x のとき左辺は8，右辺は 0 だから 2=x は方程式の解でない。 

よって， 2¹x より， ( )23 -= xax を同値変形すると， a
x
x

=
- 2

3
 

a
x
x

=
- 2

3
の実数解の個数は，曲線

2

3

-
=
x
xy と直線 ay = の共有点の個数と等しいから， 

その共有点の個数について調べることにする。 

2

3

-
=
x
xy について，

( )
( )2

2

2
32

-

-
=¢

x
xxy より，その増減は次のようになる。 

­¯¯¯
+---¢

27/0
0/0
320

y
y
x 

 

 また， 

¥=
-

=
- -¥®-¥®

x

x
x
x

xx 21
lim

2
lim

23

， ¥=
-

=
- ¥®¥®

x

x
x
x

xx 21
lim

2
lim

23

， -¥=
--® 2

lim
3

02 x
x

x
， ¥=

-+® 2
lim

3

02 x
x

x
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よって，
2

3

-
=
x
xy （青色実線）と ay = （赤色実線）のグラフは次のようになる。 

 
 ゆえに，グラフから， 27<a のとき 1 個， 27=a のとき 2 個， 27>a のとき 3 個 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

2

3

-
=
x
xy  

ay =  

2  
3  

27  
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(2) 

方程式 xaex -=-12 を同値変形すると， ( ) axe x =-12  
xaex -=-12 の解の個数は，曲線 ( )12 -= xey x と直線 ay = の共有点の個数と等しいから， 

その共有点の個数を調べることにする。 

 ( )12 -= xey x について， ( )12 +=¢ xey x より，その増減は次のようになる。 

 

­-¯

+-¢

-

e
y

y

x

2
0
2
1



 

 また， ( ){ }12lim -
¥®

xe x
x

と ( ){ }12lim -
-¥®

xe x
x

について， 

 ( ){ } ¥=-
¥®

12lim xe x
x

 

 tx -= とおくと， -¥®x のとき ¥®t だから， 

 ( ){ } ( ){ } 012lim12lim12lim =÷
ø
ö

ç
è
æ -×-=--=-

¥®

-

¥®-¥® ttt
t

t
x

x ee
ttexe  

 よって， ( )12 -= xey x （青色実線）と ay = （赤色実線）のグラフは次のようになる。 

 

x

y

O

ay =  

( )12 -= xey x  

2
1

-  

e
2

-  



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

12 
 

 ゆえに，
e

a 2
-< のとき 0 個， 0,2

³-= a
e

a のとき 1 個， 02
<<- a

e
のとき 2 個 

補足 

 0lim =
¥® xx e
x

の証明 

te x = とおくと， tx log= より，
t
t

e
x
x

log
=  

  また， ¥®x のとき ¥®t  

  よって，
t
t

e
x

txx

loglimlim
¥®¥®

=  

  ここで， ( ) tttf log2 -= とおくと， ( )
t
t

tt
tf 111 -

=-=¢ より， 

( )tf の増減は次のようになる。 

   ( )
( ) ­¯¥

+-¢

2
0/
10

tf
tf
t 

 

   よって， ( )tf の最小値は 2，すなわち正だから， 0log2 >- tt  tt 2log <\  

   
t
t

t

loglim
¥®

を考える場合， ¥®t だから， 1>t としてよい。 

   したがって，不等式 tt 2log0 <<  が成り立つ。 

tt
t

t
t 22log0 =<<\  

これと 02lim =
¥® tt

より， 0loglim =
¥® t

t
t

 

   ゆえに， 0loglimlim ==
¥®¥® t

t
e
x

txx
 


