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積分法 4 いろいろな関数の不定積分 

超おすすめ問題集 

合格る計算 数学Ⅲ 文英堂 広瀬 和之 著 
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(1) 

 両辺を ( )21+xx 倍すると， 

 ( ) ( ) cxxbxxax ++++=+ 1123 2  

 1-=x を代入すると， c-=-1  1=\c  ・・・① 

 0=x を代入すると， a=2  2=\a  ・・・② 

 1=x を代入すると， cba ++= 245  

 これと①，②より， 1285 ++= b  2-=\b  
 逆に， 1,2,2 =-== cba とすると，等式が成り立つ。 

 よって， 1,2,2 =-== cba  
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よって， 1,0,0 ===+ acba より， 0,1,1 =-== cba  

 ゆえに， 
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 ゆえに， 
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(3) 

解法 1：置換積分を利用 
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解法 2：3 倍角の公式を利用 
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三角関数の積分を有理関数の積分に変換する一般的方法 

tx
=

2
tan とおくと， 

21
2tan
t
tx

-
= ， 21

2sin
t
tx

+
= ，

2

2

1
1cos

t
tx

+
-

= ， dt
t

dx
21

2
+

=  

注意 

却って計算が煩雑になることもある。おそらく入試ではそういう問題が出るでしょう。 

 解説 

  
22 1

2

2
tan1

2
tan2

tan
t
t

x

x

x
-

=
-

=  

  222

2

22

2

22 1
2

2
tan1

2
tan2

2
cos

2
sin

1

2
cos

2
sin

2

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

1
sinsin

t
t

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xx

xx

xx
xx

+
=

+
=

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

+

=
+

=
+

==  

  
2

2

2

2

2

2

2

22

2

22

22

22

1
1

2
tan1

2
tan1

2
cos

2
sin

1

2
cos

2
sin

1

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

1
coscos

t
t

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xx

xx

xx
xx

+
-

=
+

-
=

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

+

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

-

=
+

-

=
+

-
==  

dx
dtx

dx
d

=
2

tan  ・・・① 

2
1

2
2

tan1

2
tan1

1
1

2
1

2
cos

1
2
1

2
tan

2
2

2

2

t
x

x
x

x
dx
d +

=
+

=

+

×=×=  ・・・② 

 ①，②より，
dx
dtt

=
+
2

1 2
 

 よって， dt
t

dx
21

2
+

=  
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例 1 

 

( )

C
x

C
x

C
t

dt
t

dt
t

t
t

dx
x

+
-

-=

+
-

=

+
-

=

-
=

+
×

+
-

=
-

ò

òò

1
2

tan

2
2

tan1

2
1

2
1

2

1
2

1
21

1
sin1
1

2

2

2

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

 

例 2 

 

C
x

x

C
t
t

Ctt

dt
tt

dt
t

dt
t

t
t

dx
x

+
-

+
=

+
-
+

=

+++--=

÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

-
=

-
=

+
×

+

-
=

ò

ò

òò

2
tan1

2
tan1

log

1
1log

1log1log
1

1
1

1
1

2

1
2

1
1

1
cos

1

2

2

2

2

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

 

例 3 

 

Cx

Ct

dt
t

dt
t

t
t

t
t

dx
xx

++=

++=
+

=

+
+
-

+
+

+
=

++

ò

òò

2
tan1log

1log
1

1

1
2

1
1

1
21

1
cossin1

1
2

2

2

2
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392 

(1) 

解法 1：例題の解き方 

 

( )

( )

( )

( )
ò
ò

ò
ò
ò

òò

-+=

¢
-+=

¢+=

-=

¢
-=

¢=

xdxexexe

xdxexexe

dxxexe

xdxexe

xdxexe

dxxexdxe

xxx

xxx

xx

xx

xx

xx

coscossin

coscossin

cossin

sinsin

sinsin

sincos

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

 

 よって， ( ) Cxxexdxe xx ++=ò cossin
2
1cos  

解法 2：有名な解き方 

 ( ) xexexe xxx cossinsin +=
¢

 ・・・① 

 ( ) xexexe xxx cossincos +-=
¢

 ・・・② 

 ①＋②より， ( ) ( ) xexexe xxx cos2cossin =
¢

+
¢

 ( )
¢

þ
ý
ü

î
í
ì +=\ xxexe xx cossin

2
1cos  

 ゆえに， ( ) Cxxexdxe xx ++=ò cossin
2
1cos  

(2) 

解法 1：例題の解き方 

( )

( )

( )

( )

ò
ò

ò
ò
ò

òò

---

---

--

--

--

--

---=

þ
ý
ü

î
í
ì ¢

---=

¢--=

--=

þ
ý
ü

î
í
ì ¢

--=

¢-=

xdxexexe

xdxexexe

dxxexe

xdxexe

xdxexe

dxxexdxe

xxx

xxx

xx

xx

xx

xx

sinsincos

sinsincos

sincos

coscos

coscos

cossin

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

 

 よって， ( ) Cxxexdxe xx ++-= --ò cossin
2
1sin  
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解法 2：有名な解き方 

 ( ) xexexe xxx cossinsin --- +-=
¢

 ・・・① 

 ( ) xexexe xxx cossincos --- --=
¢

 ・・・② 

 ①＋②より， ( ) ( ) xexexe xxx sin2cossin --- -=
¢

+
¢

 ( )
¢

þ
ý
ü

î
í
ì +-=\ - xxexe xx cossin

2
1sin  

 ゆえに， ( ) Cxxexdxe xx ++-=ò - cossin
2
1sin  

393 

(1) 

 tx =cos とおくと，
dx
dtx =- sin より， dtxdx -=sin  

 よって， 

 

( )

( ){ }
( )

( ) Cxxx
Cttt

dttt

dttttt

tdtt

tdtdxxx

++-=
++-=

--=

¢--=

¢-=

-=

ò
ò

ò
òò

coscoslogcos
log

log

loglog

log

logcoslogsin

　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

 

(2) 

 

( ){ }
( )

( )

Cxxxx

x
x
xxx

xdx
x
xxx

xxdxxx

xxdxxxx

xdxdxxx

dxxx

dx
x

xxdxx

+-+=

-
¢

+=

--=

--=

-¢-=

-¢=

-¢=

÷
ø
ö

ç
è
æ -=

ò

ò

ò

ò
ò ò
ò

òò

2

2

2

2

2

2
2

2
1coslogtan

2
1

cos
costan

2
1

cos
sintan

2
1tantan

2
1tantan

tan

1tan

1
cos

1tan
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(3) 

解法 1 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

( ) ( ) Cxxxxx

Cxxxxx

dxxxxx

dx
x
xxx

dxxxxx

dxxx

dxxxdxxx

++++-+-=

+
þ
ý
ü

î
í
ì -+-++=

+--++=

þ
ý
ü

î
í
ì

+
+

-++=

ú
û

ù
ê
ë

é ¢
++-++=

+
¢

+=

+
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
=+

ò

ò

ò

ò

òò

1log1
3
1

3
1

6
1

9
1

2
1

3
11log1

3
1

11log1
3
1

1
11log1

3
1

1log11log1
3
1

1log1
3
1

1log
3

11log

323

233

23

3
3

33

3

3
2

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

 

解法 2 

 tx =+ 1 とおいて地道に解くと， 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

( )

( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) Cxxxxx

Cxxxxx

Cttttxx

dt
t

ttxx

dt
t

txx

dttttt

tdtt

tdttdxxx

+-+-++=

+
þ
ý
ü

î
í
ì +-+++-++=

+
þ
ý
ü

î
í
ì +-+-+=

þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ -+--+=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì -

-+=

¢---=

¢

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì -

=

-=+

ò

ò

ò

ò

òò

3
1

6
1

9
11log1

3
1

'131
2
31

3
11log1

3
1

'log3
2
3

3
11log

3
1

1331log
3
1

11log
3
1

log1log1
3
1

log
3
1

log11log

233

233

233

23

3
3

33

3

22
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(4) 

 te x = とおくと，
dx
dte x = より，

t
dt

e
dtdx x ==  

 よって， 

 

( )

C
e
e

C
t
t

Ctt

dt
tt

dt
tt

t
dt

t
dx

e

x

x

x

+
-

=

+
-

=

+--=

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-=

-
-

=

×
-

=
-

ò

ò

òò

1
log

1
log

1loglog
1

11
1

1
1

1
1

1

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

 

394 

(1) 

 

( )

( )
ò
ò

òò

-+-=

¢
+-=

¢-=

xdxxnxx

xdxxxx

dxxxxdxx

nn

nn

nn

coscos

coscos

cossin

1　　　　　

　　　　　  

(2) 

òò -- -
-

= xdxx
n

xdx nnn 21 tantan
1

1tan の証明 

 
( ){ }
( ){ }
( )

ò
òò

ò
ò

ò
òò

--

--

--

-

-

-

-
-

=

-¢=

-¢=

-¢=

÷
ø
ö

ç
è
æ -=

×=

xdxx
n

xdxxdxx

dxxxx

xdxx

xdx
x

xdxxxdx

nn

nn

nn

n

n

nn

21

22

22

2

2
2

22

tantan
1

1

tantantan

tantantan

tan1tan

tan1
cos

1

tantantan
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ò xdx4tan  

òò -- -
-

= xdxx
n

xdx nnn 21 tantan
1

1tan （ 2³n ）より， 

 òò -= xdxxxdx 234 tantan
3
1tan  ・・・① 

 'tantantan 2 Cxxdxxxdx +-=-= òò  ・・・② 

 ①，②より， 

Cxxxxdx ++-=ò tantan
3
1tan 34  


