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積分法 8 定積分の種々の問題 
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 ここで tsin の原始関数を ( )tG ， tt sin の原始関数を ( )tH とすると， 
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 ( ) xxf 2sin=¢ より， 
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k

k

k

n

k

dx
xk

（ただし， 11³-n より， 2³n ） 

ここで， 

( ) 222

1

1
2

1
3
1

2
1

1
1

nk

n

k

+++=
+

å
-

=

  

nx
dx

x
dx

x

nnn

k

k

k

11111

11 2

1

1

1

2
-=úû

ù
êë
é-== òåò

-

=

+
 

 ゆえに，
nn
111

3
1

2
1

222
-<+++    

 

x

y

O n 1 k k + 1 

1
k + 1( ) 2  

y = 1
x2  
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(2) 

 1+££ kxk （ kは自然数）とすると，
( ) 333

11
1

1
kxk

££
+

 

 等号は常には成り立たないから
( )

( ){ } ò
+

<-+
+

1

33
11

1
1 k

k
dx

x
kk

k
 

 よって，
( ) åòå

-

=

+-

=

<
+

1

1

1

3

1

1
3

1
1

1 n

k

k

k

n

k

dx
xk

（ただし， 11³-n より， 2³n ） 

 ここで， 

 
( ) 333

1

1
3

1
3
1

2
1

1
1

nk

n

k

+++=
+

å
-

=

  

2
1

21 3

1

1

1

3 2
1

2
1

2
111

nx
dx

x
dx

x

nnn

k

k

k
-=úû

ù
êë
é-== òåò

-

=

+
 

 ゆえに， 2333 2
1

2
11

3
1

2
1

nn
-<+++   

 
x

y

O n 1 k k + 1 

1
k + 1( ) 3  

y = 1
x3  
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434 

(1) 

 
tcos1

1
+

の原始関数を ( )tF とすると，
( ) ( ) ( )

t
tF

h
tFhtF

h cos1
1lim

0 +
=¢=

-+
®

より， 

 

( )[ ]

( ) ( )

( )

2
1

0
0

0lim

lim
cos1

1lim

0

0

000

=

¢=
-
-

=

=
+

®

®® ò

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

F
x

FxF
x
tF

t
dt

x

x

x

x

x

x

 

(2) 

 ( )2sin1 t+ の原始関数を ( )tF とすると，
( ) ( ) ( )2

0
sin1lim tF

h
tFhtF

h
+=¢=

-+
®

より， 

 

( ) ( )

( )[ ]

( ) ( )

( )
1

0
0

0lim

lim

sin1
limsin1lim

0

0

0

0

2

00

2

0

=

¢=
-
-

=

=

+
=

+

®

®

®®

ò
ò

　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

F
x

FxF
x
tF

x

dtt
dt

x
t

x

x

x

x

x

x

x

 

(3) 

 t5cos の原始関数を ( )tF とすると，
( ) ( ) tF

h
tFhtF

h

5

0
coslim =¢=

-+
®

より， 

( )[ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
0

00

lim
0

0lim

0
0lim

0
0lim

lim

cos
limcoslim

02

2

0

2

2

0

2

0

0

0

0

5

00

5

0

2

2

2

2

=
×¢=

-

-
=

þ
ý
ü

î
í
ì

×
-
-

=

-
-

=

=

=

®®

®

®

®

®®

ò
ò

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

F

x
x

FxF

x
x

FxF
x

FxF
x
tF

x

tdt
dt

x
t

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

 



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

16 

435 

(1) 

 

( )

( )122
3
2

3
2

11lim

lim221lim

2

1

2
3

2

1

1

1

-=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

=

+=

+=+++++

ò

å

å

=
¥®

=
¥®¥®

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

x

dxx

n
k

n

knnnn

n

k
n

n

k
nn



 

( )

3
2

3
2

1lim

lim21lim

1

0

2
3

1

0

1

1

=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

=

=

=+++

ò

å

å

=
¥®

=
¥®¥®

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

x

dxx

n
k

n

kn

n

k
n

n

k
nn



 

 より， 

 

( )
( )

( )

122
3
2

122
3
2

321lim

221lim

321
221lim

-=

-
=

++++

+++++
=

++++

+++++

¥®

¥®

¥®

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

n

nnn

n
nnn

n

n
n 






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(2) 

 

( ) ( )

( ){ } ( ){ } ( )[ ]

å
=

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ +++÷

ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +=

÷
ø
ö

ç
è
æ ++

+
+

+
=

-++-++-+=

-+++++=

-+++++

n

k

nnn

n
k

n

n
n

nnn

n
n

n
n

n
n

n

nnnnnn
n

n
n
nn

n
n

n
n

n

nnnn

1

1log1

1log21log11log1

2log2log1log1

log2loglog2loglog1log1

log2log12log11log1
log2log1log1log

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　











より， 

 

[ ]
12log2

log

log

1log1limlog2log1log1loglim

2
1

2

1

1

-=

-=

=

÷
ø
ö

ç
è
æ +=-+++++

ò

å
=

¥®¥®

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

xxx

xdx

n
k

n
nnnn

n

k
n

nnn
n



 

例題 34 

シュワルツの不等式の証明 

 ab > のとき，任意の実数 tに対し 

 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }[ ]
( ){ } ( ) ( ) ( ){ }

0

2

2

222

222

³

+×+×=

++=+

òòò
òò

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgtdxxgxftdxxf

dxxgxgxtfxtfdxxgxtf

 

 これと ( ){ }ò >
b

a
dxxf 02

から， tについての 2 次方程式 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ } 02 222 =+×+× òòò
b

a

b

a

b

a
dxxgtdxxgxftdxxf の 判 別 式 を D と す る と ，

( ) ( ) ( ){ } ( ){ } 0
4

22
2

£-
þ
ý
ü

î
í
ì= òòò

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxfD

， 

すなわち ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }òòò £
þ
ý
ü

î
í
ì b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 22

2

 

等号成立は ( ) 0=xf または ( ) 0=xg または ( ) ( )xkgxf = （ kは定数）のとき 
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436 

(1) 

 シュワルツの不等式より， òòòò £
þ
ý
ü

î
í
ì ×=

þ
ý
ü

î
í
ì b

a

b

a

b

a

b

a x
dxdxxdx

x
xdx 2

2
2

2
2

2 1  

 すなわち ( ) òò£-
b

a

b

a x
dxdxxab 2

22  

 ところが， 2
2

2
2 1,01,0

x
kx

x
x ×¹¹¹ だから，等号は成立しない。 

 よって， ( ) òò<-
b

a

b

a x
dxdxxab 2

22  

(2) 

 シュワルツの不等式より， ( )
( )

( ){ }
( )òòòò ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

£
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

×=
þ
ý
ü

î
í
ì b

a

b

a

b

a

b

a
dx

xf
dxxfdx

xf
xfdx

2
2

22 11  

 すなわち ( ) ( ) ( )òò£-
b

a

b

a xf
dxdxxfab 2  

 等号成立は ( )
( )xf

kxf 1
×= のとき，すなわち ( ) kxf = （ kは正の定数）のとき 


