
4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

1 

積分法の応用 1 面積 
440 

(1) 
 ( ) 0log =- xex の解は ex ,1=  

 また， ex ££1 のとき， ( ) 0log £- xex  

 よって， ( ){ } ( )òò --=--
ee

xdxexdxxex
11

loglog0  

 ここで， tx =log とおくと， dtedxex tt == , ， 01,1 =Þ==Þ= txtex より， 
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 あるいは， 
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参考図 
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(2) 
2xy = と xxey -= 1 に区間について 

( ) xxexf -= 1 とすると， ( ) ( ) xxx exxeexf --- -=-=¢ 111 1 より ( )xf の増減は次のようになる。 

  ( )
( ) 01

/0/
1

¯­¥-
-+¢

+¥-¥

xf
xf
x 

 

  これと ( ) 00 =f より， ( ) xxexf -= 1 は 2 点 ( ) ( )1,1,0,0 を通る曲線である。 

  2xy = も同じ 2 点を通るから， 
2xy = と xxey -= 1 は少なくともこれらの 2 点で交わる。 

他の交点については， 

0£x のとき 
2xy = と xxey -= 1 はそれぞれ単調減少，単調増加し，点 ( )0,0 で交わるから， 

これらの曲線は点 ( )0,0 以外に交点をもたない。 

1³x のとき 

 2xy = と xxey -= 1 は点 ( )1,1 で交わった後，それぞれ単調増加，単調減少するから， 
 これらの曲線は点 ( )1,1 以外に交点をもたない。 

10 << x のとき 

 ( ) xxexxg --= 12 とすると， 
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 より， 0>¢¢g  

 よって， ( )xg は下に凸であり，これと ( ) ( ) 010 == gg であることから， ( ) 0<xg  

 すなわち xxex -< 12  
以上より， 2xy = と xxey -= 1 は 2点 ( ) ( )1,1,0,0 で交わり，区間 ( )1,0 で xxex -< 12 となる。 

ゆえに， 
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補足 

( ) xxexxg --= 12 について 

 ( ) ( )xexg x -+=¢¢ - 22 1 の増減を調べると， ( ) ( )xexg x --=¢¢¢ - 31 より， 

  ( )
( ) ­-¯¢¢

+-¢¢¢

2
12

0
3

e
xg

xg
x 

 

 よって， ( ) ( )xexg x -+=¢¢ - 22 1 の最小値は ( ) 0123
2
>-=¢¢

e
g  

 ゆえに， ( ) ( ) 022 1 >-+=¢¢ - xexg x ，すなわち ( )xg は，実は，下に凸な曲線である。 
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参考図 
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(3) 

 xey = と xey 3= の交点の x座標は， xx 3= より，0 
xey = と xey -= 2 の交点の x座標は， xx -= 2 より，1 

xey 3= と xey -= 2 の交点の x座標は， xx -= 23 より，
2
1  

これと
2
10 ££ x のとき xxx eee -££ 23 ， 1

2
1

££ x のとき xxx eee 32 ££ - より， 
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参考図 
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(4) 

 交点の x座標 

  11 -- = xx xexe より， ( ) 011 =- -- xx eex  

よって， 0=x または 11 -=- xx すなわち 1=x  

 10 ££ x における xxey -= 1 と 1-= xxey の大小関係 

  11 -³- xx より， 11 -- ³ xx ee  

  よって， 11 -- ³ xx xexe  
 以上より， 
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参考図 
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(5) 

 交点の x座標 

yx 222 = より，
22

2xy =  

これを xy 222 = に代入すると，
( )

xx 22
22

2

4
=  

よって， ( ) 022
33 =
þý
ü

îí
ì -xx  

( ) ( )( )8222222 233 ++-=
þý
ü

îí
ì - xxxxxx だから，実数解は 22,0=x  

ゆえに，交点の x座標は 22,0  

220 ££ x における
22

2xy = と ( )2
1

22 xy = の大小関係 

22

2xy = と ( )2
1

22 xy = の差をとると， 
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ここで ( ) 2
1

4
9

2 2 xxxf -= とおくと， ( ) ( ) 0220 == ff ， ( ) 022
4

>+=¢¢
xx

xf より， 

220 ££ x において， ( ) 0£xf  

よって， 220 ££ x のとき， ( )2
12

22
22

xx
£  

 以上より， 
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参考図 
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(6) 
( )xxxxxxx cos21sincossin2sin2sinsin -=-=- より， 

交点の x座標は pp ,
3

,0=x ，
3

0 p
££ x のとき xx 2sinsin £ ， pp

££ x
3

のとき xx 2sinsin ³  

よって， 
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参考図 
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441 

楕円 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

の面積は abp だから，これを使って検算すればよい。 

(1) 

解法 1 

 0,0 ³³ yx における曲線の方程式は ( )2
1

23
3
6 xy -=  

 楕円の面積は，楕円の対称性から， x軸と y軸で 4 等分されるから， 

( )2
1

23
3
6 xy -= と x軸， y軸で囲まれた部分の面積は楕円の面積の

4
1
となる。 

よって， ( ) ( )òò -=-
3

0
2
1

23

0
2
1

2 3
3

643
3
64 dxxdxx  

ここで， ( )2
1

23 xy -= ( )0³x とすると， ( )2
1

23 xy -= ( )0³x Û 322 =+ yx ( )0,0 ³³ yx  

より， ( )ò -
3

0
2
1

23 dxx は半径 3 の円の面積の
4
1
，すなわち p

4
3

と等しい。 

ゆえに， 

( ) ( )

p

p

6
4
3

3
64

3
3

643
3
64

3

0
2
1

23

0
2
1

2

=

×=

-=- òò

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

dxxdxx

 

補足：検算 

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

で与えられる楕円の面積は abp だから， 

( ) ( )
1

23
2

2

2

2
=+

yx
で与えられる楕円の面積は pp 623 =×× である。 

よって，計算結果は正しかった。 

 

 

 

 

 

 

 

 



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

12 

解法 2 

 1
23

22
=+

yx
上の点を ( ) ( )qq sin2,cos3, =yx （ pq 20 <£ ）とすると， 

 ( ) ( )qq sin2,cos3, =yx ÷
ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 pq と yx, 軸で囲まれた部分は楕円の面積の

4
1
と等しい。 

 よって， 
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(2) 

解法 1 

 0,0 ³³ yx における曲線の方程式は
2
1

2

3
1

2
3

÷
ø
ö

ç
è
æ -= xy  

 楕円の面積は，楕円の対称性から， x軸と y軸で 4 等分されるから， 

2
1

2

3
1

2
3

÷
ø
ö

ç
è
æ -= xy と x軸， y軸で囲まれた部分の面積は楕円の面積の

4
1
となる。 

よって， òò ÷
ø
ö

ç
è
æ -=÷

ø
ö

ç
è
æ - 3

1
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2
1

23
1

0

2
1

2

3
132

3
1

2
34 dxxdxx  

ここで，
2
1

2

3
1

÷
ø
ö

ç
è
æ -= xy ( )0³x とすると， 

2
1

2

3
1

÷
ø
ö

ç
è
æ -= xy ( )0³x Û

3
122 =+ yx ( )0,0 ³³ yx より， 

ò ÷
ø
ö

ç
è
æ -3

1

0

2
1

2

3
1 dxx は半径

3
1
の円の面積の

4
1
，すなわち

12
p

と等しい。 
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ゆえに， 
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補足：検算 

12

2
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2
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y

a
x

で与えられる楕円の面積は abp だから， 
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æ

yx
で与えられる楕円の面積は pp

6
3

2
1

3
1

=×× である。 

よって，計算結果は正しかった。 

解法 2 

 143 22 =+ yx 上の点を ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2
sin,

3
cos, qqyx （ pq 20 <£ ）とすると， 

 ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2
sin,

3
cos, qqyx ÷

ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 pq と yx, 軸で囲まれた部分は楕円の面積の

4
1
と等しい。 

 よって， 
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442 

(1) 

( ) xxyxxy -±=Û-= 1122  

したがって， ( )xxy -= 122 で囲まれた図形と xxy -= 1 と xxy --= 1 で囲まれた図形は

合同であり， xxy -= 1 と xxy --= 1 は x軸に関して対称だから， ( )xxy -= 122 で囲ま

れた図形の面積は xxy -= 1 と x軸で囲まれた図形の面積の 2 倍である。 

xxy -= 1 と x軸との交点の x座標は 1,0=x であり，区間 [ ]1,0 において 0³y だから， 

求める面積は ò -
1

0
12 dxxx  

ここで， tx =-1 とおくと， dtdx -= ， 10,01 =Þ==Þ= txtx より， 
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参考図 
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(2) 
 013 ³+=- yxx より， 0³x  

 このとき， ( )31 -±=+ xxy ，すなわち ( )31 -±-= xxy  

 したがって， 132 --= xxy と 132 -+-= xxy で囲まれた図形の面積を求めればよい。 

 これら 2 曲線の交点の x座標は 1313 22 -+-=-- xxxx より， 3,0=x  

 よって，グラフは次図のようになる。 

 ゆえに， 

 

( ) ( ){ } ( )
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O
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- 1 

y = x2 - 3x - 1 x ≥ 0( )  

y = - x2 + 3x - 1 x ≥ 0( )  
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補足： 31 -=+ xxy のグラフの別の描き方 

 手順 1． 1-=y と 3=x を描く 

 手順 2． 3,1 ³-³ xy または 3,1 £-£ xy の領域 

      ( ) ( ) ( )( )1,31,3 +±-±=+- yxyx （複合同順）より， 

( )11 -=+ xxy すなわち 132 --= xxy  
3,1 ³-£ xy または 3,1 ³-£ xy の領域 

 ( ) ( ) ( )( )1,31,3 +-±=+- yxyx  （複合同順）より， 

( )11 --=+ xxy すなわち 132 -+-= xxy  

     すると， 0<x の領域には曲線が存在しないことがわかる。 

 

 
 

 

x

y

O
3 

- 1 y = x2 - 3x - 1 

y = - x2 + 3x - 1 y = x2 - 3x - 1 

y = - x2 + 3x - 1 
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443 

(1) 
 ( )tty -= 2 （ 20 ££ t ）より， 0³y ， 

tx 2= より， 40 ££ x ， 00 =Û= tx ， 24 =Û= tx ， dtdx 2=  

よって， 

 

( )

3
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3
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ú
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ù
ê
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×-= òò
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参考図 

 

 補足 

  
2
xt = を 22 tty -= に代入し tを消去した式

4

2xxy -= （ 40 ££ x ）から解いてもよい。 

x

y

O 4 
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(2) 

解法 1 
qsin2=y （ pq ££0 ）より， 0³y  

qcos=x （ pq ££0 ）より， 11 ££- x ， 10 =Û= xq ， 1-=Û= xpq ， qqddx sin-=  

よって， 

( )

( )

p

qq

qq

qqq

p

p
p

=

úû
ù

êë
é -=

-=

-×=

ò
òò-

　　　

　　　

　　　

0

0

01

1

2
2sin

2cos1

sinsin2

d

dydx

 

解法 2 

2
sin,cos yx == qq （ pq ££0 ）を 1sincos 22 =+ qq に代入すると， 1

4

2
2 =+

yx ( )0³y  

よって， òò --
-=

1

1

21

1
12 dxxydx  

ここで， ò- -
1

1

21 dxx は半径 1 の円の面積の
2
1
と等しいから，

2
1

1

1

2 p
=-ò- dxx  

ゆえに， p=-= òò --

1

1

21

1
12 dxxydx  

参考図 

 

x

y

O 1 - 1 
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444 

解法 1：例題の解法 

 01652 22 =-++ xxyy を yについて解くと， 242 xxy -±-=  

 ただし， 04 2 ³- x より， 22 ££- x  

 ここで， ( ) 242 xxxf -+-= ， ( ) 242 xxxg ---= とすると， 

( ) ( )xgxf = の解は 2,2-=x および ( ) ( )xgxf ³ より， 

 
( ) ( ){ }

ò
ò

-

-

-=

-=

2

2

2

2

2

44 dxx

dxxgxfS

　

 

 ò- -
2

2

24 dxx は半径 2 の円の面積の
2
1
と等しいから， p24

2

2

2 =-ò- dxx  

 よって， 

p
p

8
24

44
2

2

2

=
×=

-= ò-

　

　

dxxS

 

参考図 

 

x

y

O
2 

- 2 

2 

- 2 

y = - x + 2 4 - x2√  

y = - x - 2 4 - x2√  
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解法 2：曲線を回転移動し，xyの項を消去してから解く 

計算が大変だけどやってみる価値あり 

回転移動の原理 

原点を O とする xy直交座標平面上の任意の点を P ( )yx, ， 22 yxr += ， 

OP と x軸正方向とのなす角を，反時計回りを正とし，a とすると， 
( ) ( )aa sin,cos, rryx =  

 したがって，点 P を O のまわりにq 回転移動した点を点 Q ( )YX , とすると， 

 

( ) ( ) ( )( )
( )
( )
( )qqqq

qqqq
qaqaqaqa

qaqa

cossin,sincos
sincos,sincos

sincoscossin,sinsincoscos
sin,cos,

yxyx
xyyx

rrrr
rrYX

+-=
+-=

+-=
++=

　　　

　　　

　　　
 

点 P は点 Q を O のまわりに q- 回転移動した点だから， 
これより， ( ) ( )qqqq cossin,sincos, YXYXyx +-+=  

補足 

 
î
í
ì

=+-
=-

Yyx
Xyx

qq
qq

cossin
sincos

を解いて
î
í
ì

+=
+=

qq
qq

cossin
sincos

YXy
YXx

としてもよいが面倒。 

解 

曲線 1625 22 =++ yxyx 上の点 ( )yx, を原点の回りにq だけ回転移動した点を 
( )YX , とすると， ( ) ( )qqqq cossin,sincos, yxyxYX +-= より， 

( ) ( )qqqq cossin,sincos, YXYXyx +-+=  

したがって， 1625 22 =++ yxyx を原点の回りにq だけ回転移動した曲線の方程式は， 

1625 22 =++ yxyx に( ) ( )qqqq cossin,sincos, YXYXyx +-+= を代入することにより， 

( ) ( )( ) ( ) 16cossincossinsincos2sincos5 22 =+-++-+++ qqqqqqqq YXYXYXYX  
  

( ) ( ) ( ) 16coscossin2sin5sincoscossin42sincossin2cos5 22222222 =+++-+++- YXYX qqqqqqqqqqq

                   

( ) ( ) ( ) 1652sincos42cos2sin2212sincos4 2222 =++-++++- YXYX qqqqqq  
  

( ) ( ) ( ) 1632cos22sin2cos2sin2232cos22sin 22 =+-+++++- YXYX qqqqqq  
YX , を yx, で表すことにより， 

( ) ( ) ( ) 1632cos22sin2cos2sin2232cos22sin 22 =+-+++++- yxyx qqqqqq  

02cos2sin2 =+ qq のとき， 

( ) ( ) 1632sin532sin5 22 =+++- yx qq  ・・・① 

また， 02cos ¹q だから，
2
12tan -=q より，

5
1sin ±=q  ・・・② 
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①，②より， ( ) ( ) 165353 22 =±+ yx  

よって， 1

53
16

53
16

22
=

±

+
yx



 

( )
( )
( )
( )2

2

210

152

562

534
53

16

±=

±=

±=

±=

　　　　

　　　　

　　　　



 

ゆえに， 

( ) ( )
1

210210
2

2

2

2
=

-
+

+

yx
または

( ) ( )
1

210210
2

2

2

2
=

+
+

-

yx
の面積を求めればよい。 

そこで，
( ) ( )

1
210210

2

2

2

2
=

-
+

+

yx
の面積を求めることにする。 

( ) ( )
1

210210
2

2

2

2
=

-
+

+

yx
上の点を ( )yx, とすると， 

媒介変数q（ pq 20 <£ ）を用いて ( ) ( ) ( )( )qq sin210,cos210, -+=yx と表せるから， 

( ) ( )

p

qq

qq

qqq

p

p

p

8
4
2sin

2
32

2
2cos132

sin210sin2104

4

2

0

2
0

0

2

210

0

=

úû
ù

êë
é -=

-
=

--×-=

=

ò

ò
ò

+

　

　

　

　

d

d

ydxS

 

 補足：検算 

  12

2

2

2
=+

b
y

a
x

で与えられる楕円の面積は abp だから， 

  
( ) ( )

1
210210

2

2

2

2
=

-
+

+

yx
または

( ) ( )
1

210210
2

2

2

2
=

+
+

-

yx
の面積は， 

  ( )( ) pp 8210210 =-+ である。 

よって，計算結果は正しかった。 
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参考図 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O
10√ + 2√  - 10√ + 2√( )  

10√ - 2√  

- 10√ - 2√( )  
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445 

 2=+ yx の xの値の取り得る範囲 

02 ³=- yx より， 2£x  40 ££\ x  ・・・① 

 2xy = と 2=+ yx の交点の x座標 

22 =+ xx より， 2=+ xx  

  これと①より， 2=+ xx  

  2+-= xx とし，両辺を 2 乗し，整理すると ( )( ) 051 =-- xx  

よって，①より， 1=x  

 ( ) ( )4022
2

££-=Û=+ xxyyx および 10 ££ x において ( ) 22
2 xx ³- より， 

 求める面積は 

 

( ) ( )

2
3

4
3
8

2
1

3
1

442

1

0

2
3

23

1

0

21

0

22

=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+-+-=

+-+-=
þý
ü

îí
ì -- òò

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　 xxxx

dxxxxdxxx

 

参考図 

 
x

y

O 1 4 
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446 

(1) 

 ( )21 tty -= （ 10 ££ t ）より， 0³y  
41 tx -= （ 10 ££ t ）より， 10 ££ x ， 01,10 =Û==Û= xtxt ， dttdx 34-=  

よって， 

 

( ) ( )
( )

35
8

7
1

5
14

4

4

1

0

75

1

0

64

0

1

331

0

=

úû
ù

êë
é -=

-=

-×-=

ò
òò

　　　

　　　

　　　

tt

dttt

dttttydx

 

参考図 

 

 

 

 

 

 

x

y

O 1 
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(2) 
 ty cos1-= （ p20 ££ t ）より， 0³y  

 ttx sin+= （ p20 ££ t ）， 0cos1 >+= t
dt
dx

より， 

xは単調増加するから， p20 ££ x ， pp 22,00 =Û==Û= xtxt ， ( )dttdx cos1+=  

よって， 

( )( )

p

p

p

p

pp

=

úû
ù

êë
é -=

-
=

=

+-=

ò
ò
òò

　　　

　　　

　　　

　　　

2

0

2

0

2

0

2

2

0

2

0

4
2sin

2

2
2cos1

sin

cos1cos1

tt

dtt

tdt

dtttydx

 

参考図 

 
 

x

y

O π 2π 
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解法 1 

曲線 qq 33 sin,cos == yx の周期は p2 だから， pq 20 ££ の場合で考える。 

qq 33 sin,cos == yx （ pq 20 ££ ）上の点を ( ) ( )aa 33 sin,cos, =ba ÷
ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 pa とすると， 

 ( ) ( ) ( )( )apap --=- 33 sin,cos, ba ， ( ) ( ) ( )( )apap ++=-- 33 sin,cos, ba ， 

 ( ) ( ) ( )( )apap --=- 2sin,2cos, 33ba より， 

 ( ) ( ) ( )bababa ---- ,,,,, も qq 33 sin,cos == yx （ pq 20 ££ ）上の点である。 

 したがって，曲線 qq 33 sin,cos == yx は x軸， y軸，原点に関して対称である。 
 よって，曲線の 0,0 ³³ yx の部分と yx, 軸に囲まれた部分の面積を 4 倍すればよい。 

 曲線の 0,0 ³³ yx の部分と yx, 軸に囲まれた部分の面積について 

0³x かつ 0³y より，
2

0 pq ££ だから， 10 ££ x ，
2

0 pq =Û=x ， 01 =Û= qx  

これと qqq ddx 2cossin3-= より， 
  よって，曲線の 0,0 ³³ yx の部分と yx, 軸に囲まれた部分の面積は 

( )

( )

( )

p

qqqq

qqqq

qqqqq

qqq

qq
q

qqq

qqq

qqq

qqqq

p

p

p

p

p

p

p

p

p

32
3

6sin
12
14sin

4
12sin

4
1

16
3

2cos6cos
2
14cos2cos1

16
3

2cos4cos4cos2cos1
16
3

2
2cos1

8
4cos13

2
2cos1

2
2

4cos11
3

2
2cos1

4
2cos13

2
2cos1

2
2cos13

cossin3

cossin3sin

2

0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2

2
0

2

2
0

24

0

2

231

0

=

úû
ù

êë
é +--=

þ
ý
ü

î
í
ì ++--=

+--=

-
×

-
=

-
×

+
-

=

-
×

-
=

+
÷
ø
ö

ç
è
æ -

=

=

-=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

òò

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

d

d

d

d

d

d

dydx

 

ゆえに，求める面積は pp
8
3

32
34 =×  
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解法 2 

曲線 qq 33 sin,cos == yx の周期は p2 だから， pq 20 ££ の場合で考える。 

1sincos 22 =+ qq ， 3
2

2cos x=q ， 3
2

2sin y=q より， 13
2

3
2

=+ yx  

13
2

3
2

=+ yx 上の点を ( )ba, とすると，( ) ( ) ( )bababa ---- ,,,,, も 13
2

3
2

=+ yx を満たすから， 

13
2

3
2

=+ yx は x軸，y軸，原点に関して対称である。よって，求める面積は 13
2

3
2

=+ yx の

0,0 ³³ yx の部分と yx, 軸に囲まれた部分の面積の 4 倍と等しい。 

13
2

3
2

=+ yx の 0,0 ³³ yx の部分と yx, 軸に囲まれた部分の面積 

13
2

3
2

=+ yx の 0,0 ³³ yx の部分の定義域は 10 ££ x だから，面積は ò
1

0
ydx  

これと xは単調減少し，
2

0,01 pqq =Û==Û= xx ， qqq ddx 2cossin3-= より， 

( )

p

qqqqp

32
3

cossin3sin
0

2

231

0

=

-= òò

　　　

dydx
 

よって， pp
8
3

32
34 =×  

補足 

曲線 qq 33 sin,cos == yx のグラフの描き方 1 

曲線 qq 33 sin,cos == yx のグラフは x軸， y軸，原点に関して対称だから， 

0,0 ³³ yx の部分，すなわち
2

0 pq ££ における増減について調べる。 

qq
q

qq
q

22 sincos3,cossin3 =-=
d
dy

d
dx

より， 

q と yx, の値および移動方向の関係は次のようになる。 

  

( ) ( ) ( ) ( )1,0
,

0,1,

//

//
2

0

左上

­¬

+

-

yx

d
dy
d
dx

q

q

pq 
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 また， q
qq
qq

q

q tan
cossin3

sincos3
2

2
-=

-
==

d
dx
d
dy

dx
dy

より，
2

0 pq << において， 

 ( ) ( ) 0
cossin3

1
cossin3

1
cos

11tantan
4222

2
>==

-
=-=÷

ø
ö

ç
è
æ=

qqqqq
q

q
qq

d
dxd

d
dx
d

dx
dy

dx
d

dx
yd

 

 よって，曲線は下に凸となる。 

これと曲線 qq 33 sin,cos == yx は x軸， y軸，原点に関して対称であることから， 

下図のようになる。 

 

 

13
2

3
2

=+ yx をグラフにしてもよい。 

 

 

 

x

y

O 1 - 1 

1 

- 1 
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448 

(1) 
 xy cos=¢ より，接線の方程式は ( ) aaa sincos +-= xy  

 これが原点 O を通るから， ( ) aaa sin0cos0 +-=  aaa sincos =\  

pap
2
3

<< より， 0cos ¹a だから， aa tan=  

(2) 
 (1)より，接線 OT の方程式は acosxy =  

 ( ) acossin xxxf -= ( )a££ x0 とすると， ( ) acoscos -=¢ xxf  

 0coscos =- ax の大きい方の解はa ，小さい方の解を b とすると， 

( )xf の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) ( ) ( )ab

ab

ffxf
xf
x

¯­
-+¢

0
/0/

0 

 

 これと ( ) 0=af より， ( ) 0³xf  

 よって， 

 

( )

( )
a
a

a
aa

a
a

a
aa

aaa

aaa

a

a

a

a

cos2
cos1

cos2
cos21cos

1
cos2

1
2

cos

1
cos

11
2

coscos

1tan
2

coscos

1
2

coscos

2
coscos

cossin

2

2

2

2

2

0

2

0

-
-=

+--
=

+--=

+÷
ø
ö

ç
è
æ +---=

+×--=

+×--=

úû
ù

êë
é --=

-= ò

　

　

　

　

　

　 xx

dxxxS

 

補足 

 pap
2
3

<< ， ba coscos = ， ab < より， pba
=

+
2

 apb -=\ 2  

 ゆえに， ( ) ( ) ( ) apaaapaaapapb cos2coscos2sincos22sin -=+--=---=f  
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参考図 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

T

απ 3
2π 
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解法 1 

 1sincos 22 =+ qq ， x=q2cos ， y=q2sin より， 1=+ yx  

 よって， 12 +-= xxy （ 10 ££ x ） 
 10 ££ x において 0³y より， 

 12 +-= xxy （ 10 ££ x ）と x軸， y軸で囲まれた部分の面積を Sとすると， 

 ( )
6
1

3
4

2
112

1

0

2
3

21

0
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+-=+-= ò xxxdxxxS  ・・・① 

 12 +-= xxy （ 10 ££ x ）上の点 ( )12, +- ttt （ 10 << t ）を接点とする接線の方程式は 

 
x

y 11-=¢ より， ( ) 1211 +-+-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-= tttx

t
y ，すなわち ( )tx

t
ty -
-

=
1

 ・・・② 

 したがって，接線と x軸， y軸との交点はそれぞれ ( ) ( )tt -1,0,0,  
 よって，接線と x軸， y軸で囲まれた部分の面積をTとすると， 

( )ttT -= 1
2
1

 ・・・③ 

 12 +-= xxy のグラフは 10 << x において， 0
2
1 2

3

>=¢¢
-
xy より，下に凸だから， 

 ( )tx
t
txx -
-

³+-
112  

したがって， TS >  

 よって， 12 +-= xxy （ 10 ££ x ）， 12 +-= xxy ， x軸， y軸で囲まれた部分の面積は 

 ①，③より， ( )
6
1

2
1

2
11

2
1

6
1

+-=--=- ttttTS  

 これと
24
1

=- TS より，
24
1

6
1

2
1

2
1

=+- tt  

すなわち
( ) 0

8
12

2

=
-t

 
4
1

=\t  

 これを②に代入し，整理することにより，求める接線の方程式は
2
1

+-= xy  
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参考図 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O t 

1 - t√( ) 2  

1 

1 

t√  

1 - t√  
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解法 2 

 q4sin=y ÷
ø
ö

ç
è
æ <<

2
0 pq より， 0³y  

 q4cos=x ÷
ø
ö

ç
è
æ <<

2
0 pq より， 10 ££ x ， 01,

2
0 =Û==Û= qpq xx ， qq 3cossin4-=dx  

 よって，曲線と x軸， y軸で囲まれた部分の面積を Sとすると， 

 

( )

( )

( )
2

0

86

2
0

75

2
0

25

2
0

25

0

2

34

1

0

sin
8
1sin

6
14

cossincossin4

cossin1sin4

coscossin4

cossin4sin

p

p

p

p

p

qq

qqqqq

qqqq

qqq

qqqq

úû
ù

êë
é -=

-=

-=

=

-=

=

ò

ò

ò

ò
ò

　

　

　

　

　

d

d

d

d

ydxS

 

6
1

=  ・・・① 

接点の座標を ( )aa 44 sin,cos ÷
ø
ö

ç
è
æ <<

2
0 pa とすると， 

 
2

0 pq << において，
q
q

qq
qq

q

q
2

2

3

3

cos
sin

cossin4
sincos4

-=
-

==

d
dx
d
dy

dx
dy

より， 

 接線の方程式は ( ) aa
a
a 44

2

2
sincos

cos
sin

+--= xy ， 

 すなわち，  

( )

( )

a
a
a

aaa
a
a

aaa
a
aaa

a
a

2
2

2

222
2

2

422
2

2
44

2

2

sin
cos
sin

sincossin
cos
sin

sincossin
cos
sinsincos

cos
sin

+-=

++-=

++-=+--

x

x

xx

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　  

より， a
a
a 2

2

2
sin

cos
sin

+-= xy  ・・・② 
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 したがって，接線と x軸， y軸との交点はそれぞれ ( ) ( )aa 22 sin,0,0,cos  
 よって，接線と x軸， y軸で囲まれた部分の面積をTとすると， 

aa 22 cossin
2
1

=T  ・・・③ 

ここで，
2

0 pq << において， 

( )

q

qqq
q

q
q
q

q

q
q

6

32

2

2

2

2

2

2

cos2
1

cossin4
1

cos
tan2

1tan

tan

cos
sin

=

×=

-=

-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

÷
ø
ö

ç
è
æ=

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

d
dxd

d
dx
d

dx
d

dx
dy

dx
d

dx
yd

 

より， 0
2

2

>
dx
yd  

 よって，曲線は下に凸だから， TS > である。 

 ゆえに，①，③より， 

 ( )

6
1sin

2
1sin

2
1

sin1sin
2
1

6
1

cossin
2
1

6
1

24

22

22

+-=

--=

-=-

aa

aa

aa

　　　

　　　

TS

 

 これと
24
1

=- TS より，
24
1

6
1sin

2
1sin

2
1 24 =+- aa ，すなわち

( ) 0
8

1sin2
22
=

-a  

 
2
1cossin 22 ==\ aq  

 これを②に代入することにより，求める接線の方程式は
2
1

+-= xy  
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(1) 

 ( ) 2axxf = ， ( ) xxg log= ，共有点の x座標を tとすると， ( ) axxf 2=¢ ， ( )
x

xg 1
=¢  

 ( ) ( )tgtf = より， tat log2 =  ・・・① 

 ( ) ( )tgtf ¢=¢ より，
t

at 12 =  
2
12 =\at  ・・・② 

 ①，②より，
2
1log =t  et =\  

 ゆえに，共有点の座標 ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
1,e ，

e
a

2
1

=  

(2) 

略解 

 

( )[ ]

1
3
2

1
26

1log
6

log
2 1

0

3

10

2

-=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+--=

--ú
û

ù
ê
ë

é
=- òò

e

ee

xx
e
xxdxdx

e
x e

e
ee

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

参考図 
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 1=+
b
y

a
x

と x軸， y軸で囲まれた三角形の面積を Sとすると， 

直線 1=+
b
y

a
x

と x軸， y軸との交点はそれぞれ ( )0,a ， ( )b,0 だから， 

 1=+
b
y

a
x

と x軸， y軸で囲まれた三角形の面積
2
abS =  ・・・① 

1=+
b
y

a
x

と x軸， y軸で囲まれた部分の面積をTとすると， 

1=+
b
y

a
x

より， 10 ££
a
x

， 10 ££
b
y

 

これと 0>a ， 0>b から， ax ££0 ， by ££0  

また， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-=Û-=Û=+ 1211

a
x

a
xby

a
x

b
y

b
y

a
x

（ ax ££0 ） 

よって， 1=+
b
y

a
x

と x軸， y軸で囲まれた部分の面積は 

a

a

a

xx
aa

xb

dx
a
x

a
xb

ydxT

0

2
32

0

0

3
4

2

12

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+-=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-=

=

ò

ò

　

　  

6
ab

=  ・・・② 

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-= 12

a
x

a
xby （ ax ££0 ）のグラフの概形については， 

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-=¢

-
2
111 x

aa
by ， ax <<0 ， 0>b より， 0<¢y  

2
3

2

-
=¢¢ x

a
by ， 0>b より， 0>¢¢y  

  よって， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-= 12

a
x

a
xby （ ax ££0 ）は単調減少する下に凸な曲線である。 

また，点 ( )0,a ， ( )b,0 を 1=+
b
y

a
x

と共有する。 
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 以上より， 1=+
b
y

a
x

は直線 1=+
b
y

a
x

と x軸， y軸で囲まれた三角形の面積を 

 TS - ：Tの比に分割する。 

 よって，①，②より，求める比は
62
abab

- ： 2
6

=
ab

：1 

参考図 
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O a 
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 xay sin= が xy 2sin= ÷
ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 px と x軸で囲まれた部分の面積を 2 等分するときの 

これら 2 曲線の交点の x座標をa ÷
ø
ö

ç
è
æ <<

2
0 pa とすると， 

aa sin2sin a= より， ( ) 0cos2sin =- aaa  

よって， 0sin ¹a より，
2

cos a
=a  ・・・① 

ただし，
2

0 pa << より， 1
2

cos0 <=<
aa ，すなわち 20 << a  ・・・② 

 xy 2sin= ÷
ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 px と x軸で囲まれた部分の面積は 1

2
2cos2sin

2

0

2
0

=úû
ù

êë
é-=ò

pp xxdx だから， 

条件より， xy 2sin= ÷
ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 px と xay sin= で囲まれた部分の面積は

2
1  

 また， xy 2sin= ÷
ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 px と xay sin= で囲まれた部分の面積を aの式で表すと， 

 

( )

1coscos
2
1cos

2
2cos

cos
2
2cossin2sin

2

00

+-+-=

-++-=

úû
ù

êë
é +-=-ò

aa

aa

xaxdxxax

aa

aa

aa

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

 よって，①より， 

( )

1
4

1
24

1coscossin2sin

2

22

2

0

+-=

+-+-=

+-+-=-ò

aa

aaa

aadxxax

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

aa
a

 

これが
2
1
と等しいから，

2
11

4

2
=+- aa  

これより， 0242 =+- aa  

この方程式の解で②を満たすものは 22 -=a  
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参考図 
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 aey x -= と x軸との交点は， 0=- ae x より， ax log=  

 ea ££1 より， ax log0 ££ のとき 0£- ae x ， 1log ££ xa のとき 0³- ae x  

 よって， 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ] [ ]
13log2

1
log

0
log

1

log

0

log

1

log

log

0

++-=

-+-=

-+-=

-+--=

òò

òò

eaaa

axeaxe

dxaedxae

dxaedxaeaS

a
x

a
x

a

x

a

x

a

xa x

　　

　　

　　  

参考図 

 
 

x
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O log a 1 

1 - a 
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(2) 
( ) 13log2 ++-= eaaaaS ， ( ) 1log2 -=¢ aaS ， ea ££1 より， 

( )aS の増減は次のようになる。 

( )
( ) 1122

/0/
1

­+-¯-
+-¢

eeeaS
aS

eea 

 

よって， ( )aS は ea = のとき最小値 12 +- ee をとる。 

参考図 

 
 

 

 

a

S a( )  

O 1 e√  e 

1 

e - 2 e√ + 1 
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 ay = が xy sin= （ p30 ££ x ）と 4 点で交わるためには 10 <£ a であることが必要 

 これと xy sin= （ p30 ££ x ）が p
2
3

=x に関して対称であることから， 

 xy sin= （ p30 ££ x ）と ay = （ 10 <£ a ）で囲まれた 3 つの部分の面積の和は， 

 xy sin= （ p
2
30 ££ x ）， ay = （ 10 <£ a ）， p

2
3

=x で囲まれた部分の面積の 2 倍と等しい。 

 したがって， 

xy sin= （ p
2
30 ££ x ）， ay = （ 10 <£ a ）， p

2
3

=x で囲まれた部分の面積が最小となるよ

うな aの値を求めればよいので，まずこの面積を表す式を求めることにする。 

ay = と xy sin= （ p
2
30 ££ x ）の交点の x座標の値の小さい方をa とすると， 

 asin=a ÷
ø
ö

ç
è
æ <£

2
0 pa  ・・・① 

また，大きい方 x座標の値は ap -  

よって，その面積は 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ]

apa

ap

p

ap
a

p

p

ap

a

p

ap

ap

a

cos3
2

3

coscos

sinsinsinsin

2
3

2
3

2
3

+-=

--+--=

-+-=-+-

--

--

-

-

òòòò

aa

axxaxx

dxaxdxaxdxxadxax
a

　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　  

これと①より， 

 

( ) ( )

aapa

aapaa

apa
p

ap

ap

a

cos3sin
2

3

cos3sin
2

sin3

cos3
2

3sinsin 2
3

+÷
ø
ö

ç
è
æ -=

+-=

+-=-+- òò -

-

　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　

aadxxadxax

 

 となる。 

 これはa ÷
ø
ö

ç
è
æ <£

2
0 pa の関数なので， 

( ) aapaa cos3sin
2

3 +÷
ø
ö

ç
è
æ -=S ÷

ø
ö

ç
è
æ <£

2
0 pa とすると， 
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( )

apa

aapaaa

cos
2

3

sin3cos
2

3sin3

÷
ø
ö

ç
è
æ -=

-÷
ø
ö

ç
è
æ -+=¢S

 

 これと 0cos >a より， ( )aS の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) /

2
333

/0/
26

0

­¯

+-¢

a

a

ppa

S

S



 

 よって， ( )aS は
6
pa = のとき最小となる。 

 このとき①より，
2
1

=a  

 ゆえに，直線の方程式は
2
1

=y  

参考図 
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 nP から x軸に下ろした垂線の足を nQ とすると， 

台形 nnnn PQQP 11 -- の面積は 

( )( ) ( ){ }

1

11
1

1
2

1

111
2
11

2
1

-

--
---

÷
ø
ö

ç
è
æ+

=

ïþ

ï
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ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
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n

nn
nn

ee
e

eee
nnee

　　　　　　　　　　　　

 

 xey -= ，線分 11 -- nn QP ，線分 nnQP ， x軸で囲まれた部分の面積は 

[ ]
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1
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-
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n
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n
n
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e

eee

ee

ee

edxe

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

これと xey -= が下に凸の曲線であることから， 

1
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は初項
33 -  
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参考図 
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