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積分法の応用 2 体積 
461 

 正方形の 1 辺の長さは xsin だから，正方形の面積は x2sin  

 よって， 
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 線分 AB の中点を原点，A,B を通る直線を x軸にとると，原点は底面の中心だから， 
A ( )0,2 とすると，B ( )0,2-  

線分 AB と底面に垂直な平面で小さい方の立体を切ると， 

その切断面は底辺の長さと高さが等しい直角二等辺三角形となる。 
底辺の長さは，斜辺の長さ 2，底辺の長さが x の直角三角形の高さだから， 

三平方の定理より， 24 x-  

よって，切断面の面積は ( )24
2
1 x-  

ゆえに， 
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( )
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1

x
xf

+
= とすると， ( ) ( )

21

1

x
xfxf

+
=-= だから， ( )xf は y軸に関して対称である。 

また，
2

1
=y も y軸に関して対称である。 

したがって，
21

1

x
y

+
= と

2
1

=y に囲まれた部分は y軸に関して対称である。 

よって，回転体の 0³x の体積を 2 倍すればV が得られる。 

21

1

x
y

+
= と

2
1

=y の交点の正の x座標は 1 だから， 

求める体積は， 
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(2) 

 2 曲線の交点の x座標は 113 22 ---=-+ xxxx の解， 
すなわち ( ) 022 =+xx の解だから， 0,2-=x  

 また 02 ££- x において， 0113 22 <---£-+ xxxx  ÷
÷
ø

ö

ç
ç
è

æ
<-÷
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è
æ +-=--- 0

4
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2 xxx  

 よって， 
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(1) 

 ( )xy += 1log より， 1-= yex  

 よって， 
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(2) 

2xy = と 2=+ yx （ 2£x ）の交点の x座標は 

2=+ xx （ 2£x ） ÷
ø
öç

è
æ == xxy 2 より， ( )22 2 xx -= （ 2£x ）， 

すなわち ( ) 014 =-x （ 2£x ）の解だから， 1=x  

したがって，交点の y座標は 1 

よって，下図より， 
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(3) 

 542 +-= xxy と xy 2= の交点の座標は，連立方程式
î
í
ì

=
+-=

xy
xxy

2
542

を解くことにより， 

 ( ) ( ) ( )10,5,2,1, =yx  

 よって，下図より， 
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 ò-=
1

1

2dyxV p ， xdxdy sin-= ， p=Þ-==Þ= xyxy 1,01 より， 
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 接点の座標を ( )tt log, とすると，
x

y 1
=¢ より，接線の方程式は，一般に， ( ) ttx

t
y log1

+-=  

 したがって，原点を通る接線の方程式は， tlog10 +-= より et = だから，
e
xy =  

 よって，下図より， 
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 ゆえに， 
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(1) 
xy sin2= （ p££ x0 ）と 1=y のそれぞれを y軸方向に 1- だけ平行移動すると， 

1sin2 -= xy （ p££ x0 ）と 0=y になるから，求める体積は 1sin2 -= xy と 0=y すなわち

x軸で囲まれた部分を x軸の周りに 1 回転させてできる体積と等しい。 

よって， 1sin2 -= xy （ p££ x0 ）と x軸との交点の x座標は pp
6

,
6

5
であることと， 

1sin2 -= xy （ p££ x0 ）と x軸で囲まれた部分は
2
p

=x に関して対称であることから， 
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(2) 

(1)と同様，求める体積は 1-= xy ， 0=x および x軸で囲まれた部分を x軸の周りに回転

させてできた立体の体積を求めるのと同じである。 

 よって， 
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(1) 

 22 xy -= と xy = の交点の座標は，連立方程式
î
í
ì

=
-=

xy
xy 22

を解くことにより， 

 ( ) ( ) ( )2,2,1,1, --=yx だから， 22 xy -= と xy = で囲まれた部分は下図のようになる。 

 
 

 したがって，前図の赤線部を回転軸（ x軸）の周りに 1 回転してできる立体と， 
前図の赤線部のうち 0£y の部分を回転軸（ x軸）に関して対称移動した下図の赤線部を

回転軸（ x軸）の周りに 1 回転してできる立体は合同である。 

 よって， 
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(2) 

(1)と同様に， xyxy 2sin,sin == ÷
ø
ö

ç
è
æ ££ pp x

3
で囲まれた部分（図 1 赤線部）を 

回転軸（ x軸）の周りに 1 回転してできる立体と図 1 赤線部のうち 0£y の部分を回転軸

（ x軸）に関して対称移動した図 2 赤線部を回転軸（ x軸）の周りに 1 回転してできる立

体は合同である。 

よって， 
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 ( ) ò=
t

t
xdxtV

2 2sinp  

ここで， ( ) ò= xdxxF 2sin とおくと，  

 

( )

( )[ ]
( ) ( ){ }tFtF
xF

xdxtV

t
t

t

t

-=

=

= ò

2

sin

2

2 2

p
p

p

　　

　　  

 よって， 

 

( ) ( ) ( ){ }
( )
( )

( )1cos8sin

sincossin8

sin2sin2

22

22

222

22

-=

-=

-=

¢-¢=¢

tt

ttt

tt

tFtFtV

p

p

p

p

　　　

　　　

　　　
 

 
2

0 p
££ t より， ( )tV は閉区間 úû

ù
êë
é

2
,0 p

で連続かつ開区間 ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
,0 p

において微分可能だから， 

 ( ) 0=¢ tV の解を aとすると，
4
2cos =a ÷

ø
ö

ç
è
æ <<

2
0 pa  

 したがって， ( )tV の増減は次のようになる。 

( )
( ) ¯

-+¢

極大tV
tV

at

/0/
2

0 p


 

 よって， at = のとき ( )tV が最大になる。 

 ゆえに，
4
2coscos == aa  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

19 

別解 
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 22 xay -= と x軸で囲まれた部分を y軸の周りに 1 回転させてできる立体の体積を 0V と

すると， 
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2等分された立体の1つは 222 , kxyxay =-= および x軸で囲まれた部分を y軸の周りに1

回転させてできる立体と合同である。 
そこで，この立体の体積を 1V とし，これを kを含む式で表してみる。 

2kxy = は 22 xay -= と 0>y の部分で交わることが必要だから， 0>k である。 

したがって， 2kxy = と 22 xay -= の交点の y座標は， 

連立方程式
( )

ïî

ï
í
ì

-=

>=
22

2 0

xay

kkxy
を解くことにより 2

1
a

k
ky
+

=  

よって， 

( )

( ) p

p

p

pp

4

1

0

22

1
0

2

1
0

1
0

2
1

12

2
1

1

2

2

22

a
k
k

y
k

kya

dyy
k
ka

dy
k
ydyyaV

a
k
k

a
k
k

a
k
ka

k
k

+
=

úû
ù

êë
é +

-=

÷
ø
ö

ç
è
æ +

-=

--=

+

+

++

ò

òò

　　

　　

　　

 

続いて， kの値を求める。 

条件より， 10 2VV = だから， pp 4
4

12
a

k
ka
+

=  

よって，
2
1

1
=

+k
k  

ゆえに， 1=k  
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472 

解法のポイント 
1．回転軸の傾きが °45 ( )xy = だから，直角二等辺三角形の性質を利用して要領よく処理する。 

 2．回転軸上の位置を tとし，回転半径を ( )tr で表すと， ba ££ t のとき ( ){ }ò=
b

a
p dttrV 2  

    ここで， ( ) ( )xvtr = ， ( )xut = ，また， ( )xut = から qxtpxt =Þ==Þ= ba , とすると， 

    ( ){ } ( ){ } ( ){ }òò ¢==
q

p
dxxuxvdttrV 22 pp

b

a
 

解 

xxy -=
2

2

と xy = の交点は，連立方程式
ï
î

ï
í

ì

=

-=

xy

xxy
2

2

の解より，( ) ( ) ( )22,22,0,0, =yx  

したがって，点 P ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- xxx

2
,

2

から xy = に下ろした垂線の足を H， t=OH とすると， 

40 ££ t より， ò=
4

0

2PH dtV p  ・・・① 

ここで，点 Q ( )xx, とすると，△PHQ は∠H＝90°の直角二等辺三角形だから， 

2
2

2
2

2
PQPH

2

2

xx
xxx

-=
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

==  

また，H の x座標は，
2

PH
-x より，

22

2x
 \

222
2OH

22 xx
=×=  

これと t=OH から，
2

2xt =  xdxdt =\  ・・・② 

また， 00,224 =Þ==Þ= xtxt  ・・・③ 

よって，①，②，③より， 

p

p

p

p

p

15
32

245
2

2

4
22

2
2

PH

22

0

6
5

4

22

0

5
43

22

0

22

4

0

2

=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

=

ò

ò

ò

　

　

　

　

xxx

dxxxx

xdxxx

dtV
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x

y

O

P

Q

H

x 

x 

x2

2√ - x 

2 2√  

2 2√  

x2

2 2√  

x2

2 2√  

t 

y = x 

y = x2

2√ - x 
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別解 

解法のポイント 

曲線と直線を
4
p

- 回転移動すると，直線 xy = は x軸に移動する。 

また，移動後の曲線を媒介変数 tを用いて ( ) ( ) ( )( )tutvyx ,, = で表されたとすると， 

求める体積は曲線 ( ) ( ) ( )( )tutvyx ,, = を x軸の周りに 1 回転してできる立体の体積と等しい。 

( ){ } ( )òò ¢==
q

p
dttvtudxyV 22 pp

b

a
 

回転移動の原理 

原点を O とする xy直交座標平面上の任意の点を P ( )yx, ， r=OP ÷
ø
öç

è
æ += 22 yxr ， 

OP と x軸正方向とのなす角をa とすると， ( ) ( )aa sin,cos, rryx =  

 よって，点 P を O のまわりにq 回転移動した点を Q ( )YX , とすると， 

 

( ) ( ) ( )( )
( )
( )
( )qqqq

qqqq
qaqaqaqa

qaqa

cossin,sincos
sincos,sincos

sincoscossin,sinsincoscos
sin,cos,

yxyx
xyyx

rrrr
rrYX

+-=
+-=

+-=
++=

　　　

　　　

　　　
 

解 

 xy = を原点のまわりに
4
p

- 回転移動すると， 0=y （ x軸） ・・・① となる。 

また， ( )yx, を原点のまわりに
4
p

- 回転移動した点を ( )YX , とすると， 

 

22

4
sin

4
cos

yx

yxX

+=

÷
ø
ö

ç
è
æ--÷

ø
ö

ç
è
æ-=

　　

pp

 

22

4
cos

4
sin

yx

yxY

+-=

÷
ø
ö

ç
è
æ-+÷

ø
ö

ç
è
æ-=

　　

pp

 

だから， 

 xxy -=
2

2

上の点 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- ttt

2
,

2

を原点のまわりに
4
p

- 回転移動した点は 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-+ ttttttttt 2

2
,

222
1

2
,

22
1

2

2222
となる。 
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したがって， xxy -=
2

2

を原点のまわりに
4
p

- 回転移動した曲線の媒介変数表示は 

ttytx 2
2

,
2

22
-==  ・・・② 

 ①，②より，曲線②と x軸で囲まれた部分を x軸の周りに 1 回転してできる立体の体積も

V となるから，この体積を求めればよい。 

 ここで，②について， ( )22
2

2
2

2
-=-= tttty より， 220 ££ t のとき 0£y ， 

422,00 =Þ==Þ= xtxt ， tdtdx = だから， 

求める体積は 

 

p

p

p

p

p

15
32

25
2

24

22
4

2
2

22

0

4
5

6

22

0

34
5

22

0

22

4

0

2

=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

=

ò

ò

ò

　

　

　

　

ttt

dtttt

tdttt

dxyV

 

補足： xxy -=
2

2

を原点のまわりに
4
p

- 回転移動した曲線の式を yx, で表してみる。 

回転移動の原理（http://www.toitemita.sakura.ne.jp/4step/n4step3-8-1.pdf 20 ページ参照） 

原点を O とする xy直交座標平面上の任意の点を P ( )yx, ， 22 yxr += ， 

OP と x軸正方向とのなす角を，反時計回りを正とし，a とすると， 
( ) ( )aa sin,cos, rryx =  

 したがって，点 P を O のまわりにq 回転移動した点を点 Q ( )YX , とすると， 

 

( ) ( ) ( )( )
( )
( )
( )qqqq

qqqq
qaqaqaqa

qaqa

cossin,sincos
sincos,sincos

sincoscossin,sinsincoscos
sin,cos,

yxyx
xyyx

rrrr
rrYX

+-=
+-=

+-=
++=

　　　

　　　

　　　
 

点 P は点 Q を O のまわりに q- 回転移動した点だから， 
これより， ( ) ( )qqqq cossin,sincos, YXYXyx +-+=  

点 P は点 Q を O のまわりに q- 回転移動した点だから， 
これより， ( ) ( )qqqq cossin,sincos, YXYXyx +-+=  
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4
pq -= より， ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+-=

22
,

22
, YXYXyx  

これと xxy -=
2

2

より， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-=+

22222
1

22

2
YXYXYX  

これを整理し， YX , をそれぞれ yx, に書き替えると， ( ) 042 =-- xyx となる。 

また，これより， xxy 2±= が得られるから， 

これと x軸で囲まれた部分を x軸の周りに 1 回転してできる立体の体積を求めてもよい。 

しかし，媒介変数曲線で扱うほうが楽に求積できるので，この求積は省略した。 

 

 
 

 

 

x

y

O

y = x2

2√
- x 

y = x 

t2
2  

t2
2 - 2√ t 

4 
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473 

(1) 

解法 1 

 ( )xfy = とすると， ( ) ( )
( )

( )
ò--=

bf

af
dyxafabfbV 222 ppp  

 ここで， ( )dxxfdy ¢= ， ( ) ( ) axafybxbfy =Þ==Þ= , より， 

( )

( )
( )

( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )ò

ò

òò

--=

þ
ý
ü

î
í
ì -=

¢=

b

a

b

a

b
a

b

a

bf

af

dxxxfafabfb

dxxxfxfx

dxxfxdyx

ppp

p

pp

2

2

22

2

22

　　　　　

　　　　　  

よって， 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )ò

ò

ò

=

þ
ý
ü

î
í
ì ----=

--=

b

a

b

a

bf

af

dxxxf

dxxxfafabfbafabfb

dyxafabfbV

p

ppppp

ppp

2

22222

222

　

　  

 

x

y

O a b 

f a( )  

f b( )  
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解法 2：区分求積法 
 閉区間 [ ]ba, を n等分したときの任意の 1 区画 

 すなわち 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
-

+ k
n
abafk

n
aba , ， ÷

ø
ö

ç
è
æ -

+ 0,k
n
aba ， ( ) ÷

ø
ö

ç
è
æ +

-
+ 0,1k

n
aba ， 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ -

++
-

+ k
n
abafk

n
aba ,1  

を頂点とする四角形を y軸の周りに 1 回転させたときの体積は， 

底面積 ( )
2

1
þ
ý
ü

î
í
ì +

-
+ k

n
abap ，高さ ÷

ø
ö

ç
è
æ -

+ k
n
abaf の直円柱と 

底面積
2

þ
ý
ü

î
í
ì -

+ k
n
abap ，高さ ÷

ø
ö

ç
è
æ -

+ k
n
abaf の直円柱の体積の差より， 
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よって， 
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pp

p

p

2

022
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2
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また，この結果から， ( )ò=
b

a
dxxxfV p2 が成り立つためには， 

( )xfy = が bxa ££ で ( )xf が単調増加する必要はなく， 

( ) 0³xf でありさえすればよいことがわかる。 
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補足 

xk
n
aba =

-
+ とおくと， bxabn

n
abax

n
aba n ££¾¾ ®¾=×

-
+££

-
+ ¥®  

 

 
(2) 

 

( ) ( )

p

p

pp

3
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3
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4
2

4242

4
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0
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ù
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é
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+-=+- òò

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　 xx

dxxxdxxxx

 

x

y

O a b 

f a( )  

f b( )  

f a + b - a
n k( )  

a + b - a
n k a + b - a

n k + 1( )  


