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積分法の応用 発展 微分方程式 
482 

(1) 

 ( )dxxdy 12 += より， ( )òò += dxxdy 12  

 よって，任意の積分定数をCとすると， Cxxy ++= 2  

(2) 

 kxdxdy cos= より， òò = kxdxdy cos  

 よって，任意の積分定数をCとすると， Ckx
k

y += sin1  

(3) 

 dx
x

dy 2
= より， òò = dx

x
dy 2  

 よって，任意の積分定数をCとすると， Cxy += log2  

(4) 

 dxedy kx= より， òò = dxedy kx  

よって，任意の積分定数をCとすると， Ce
k

y kx +=
1  

483 

(1) 

 dx
x

dy
y

11
= より， òò = dx

x
dy

y
11  

よって，任意の積分定数をCとすると， Cxy += loglog  

これより xey C= ，すなわち xey C±=  

ここで， AeC =± とおくと， Axy = （ 0¹A ） 

(2) 

 ( )dxxydy -= 1 より， ( )òò -= dxxydy 1  

 よって，任意の積分定数をCとすると， Cxxy ++-= 22

2
1

2
1  

 これより 02222 =--+ Cxyx  

 ここで， AC =-2 とおくと， 0222 =+-+ Axyx  
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(3) 
【1】 1=y のとき 

0=¢y だから， yyx =+¢ 1 を満たす。 

よって， 1=y は微分方程式 yyx =+¢ 1 の解である。 

【2】 1¹y のとき 

 01¹-=¢ yyx より，与式は dx
x

dy
y

1
1

1
=

-
と変形できる。 

よって， òò =
-

dx
x

dy
y

1
1

1  

ゆえに，任意の積分定数をCとすると， Cxy +=- log1log  

これより xey C=-1 ，すなわち xey C±=-1  

ここで AeC =± とおいて，式を整理すると， 1+= Axy （ 0¹A ） 
【1】は 1+= Axy に 0=A を代入しても得られるから， 

【1】と【2】をまとめて， 1+= Axy （ Aは任意の定数） 

(4) 
【1】 1=y のとき 

 0=
dx
dy

だから， ( ) ( ) 011 =-+- y
dx
dyx を満たす。 

 よって， 1=y は微分方程式 ( ) ( ) 011 =-+- y
dx
dyx の解である 

【2】 1¹y のとき 

( ) 011 ¹-=-- y
dx
dyx より，与式は dx

x
dy

y 1
1

1
1

-
-=

-
と変形できる。 

よって， òò -
-=

-
dx

x
dy

y 1
1

1
1  

ゆえに，任意の積分定数をCとすると， C
x

y +
-

=-
1

1log1log  

これより
1

1
-

=-
x
ey
C

、すなわち 1
1
+

-
±

=
x
ey
C

 

ここで AeC =± とおくと， 1
1
+

-
=
x
Ay （ 0¹A ） 

【1】は 1
1
+

-
=
x
Ay に 0=A を代入しても得られるから， 

【1】と【2】をまとめて， 1
1
+

-
=
x
Ay （ Aは任意の定数） 
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(5) 
【1】 0=y のとき 

  0=¢y だから， ( ) 01 2 =+¢- xyyx を満たす。 

  よって， 0=y は微分方程式 ( ) 01 2 =+¢- xyyx の解である。 
【2】 0¹y のとき 

( ) 01 2 =+¢- xyyx より 1±¹x だから， ( ) 01 2 =+¢- xyyx を変形すると， 

  dx
x
xdy

y 1
1

2 -
=  

  よって， òò -
= dx

x
xdy

y 1
1

2  

  ゆえに，任意の積分定数をCとすると， Cxy +-= 1log
2
1log 2  

  これより 12 -= xey C ，すなわち 12 -±= xey C  

  ここで AeC =± とおくと， 12 -= xAy （ 0¹A ） 

【1】は 12 -= xAy に 0=A を代入しても得られるから， 

【1】と【2】をまとめて， 12 -= xAy （ Aは任意の定数） 

484 

(1) 

 ( )312 -= x
dx
dy

より， ( ) dxxdy 312 -=  

 よって， ( )òò -= dxxdy 312  

 ゆえに，積分定数をCとすると， ( ) Cxy +-= 412
8
1  

 0=x のとき 1=y だから， C+=
8
11  

8
7

=\C  

 したがって，微分方程式の解は ( )
8
712

8
1 4 +-= xy  
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(2) 

 ( ) 12 =-
dx
dyx より， dx

x
dy

2
1
-

-=  

 よって， òò -
-= dx

x
dy

2
1  

 ゆえに，積分定数をCとすると， Cxy +--= 2log  

 1=x のとき 0=y だから， C+= 1log0  0=\C  

 したがって，微分方程式の解は 2log --= xy  

(3) 
 0=y を解とすると， 0=x のとき 1=y であることに反するから， 0=y は解でない。 

したがって，
( )2

2

1sin
cos
+

=
x

xy
dx
dy

は
( )

dx
x
xdy

y 22 1sin
cos1

+
= と変形でき， 

これより，
( )ò ò +

= dx
x
xdy

y 22 1sin
cos1  

よって，積分定数をCとすると， C
xy

+
+

-=-
1sin

11  

0=x のとき 1=y だから， C+-=- 11  0=\C  

 ゆえに，
1sin

11
+

=
xy

 

よって，微分方程式の解は 1sin += xy  
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485 

(1) 

 

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ){ }

xx
xxee

xfxfe

xfexfe

xfexfe

xfexg

xx

x

xx

xx

x

2sin4
2sin4

=
×=

¢+=

¢+=

¢+
¢

=

¢
=¢

-

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

 

(2) 

 (1)より， ( )ò ò=¢ xdxxxg 2sin4  

 したがって，積分定数をCとすると， 

 

( )

Cxxx

Cxxx

xdxxx

dxxx

xdxxxg

++-=

+÷
ø
ö

ç
è
æ +-=

þ
ý
ü

î
í
ì

+÷
ø
ö

ç
è
æ-×=

¢
÷
ø
ö

ç
è
æ-=

=

ò

ò

ò

2sin2cos2
4
2sin

2
2cos4

2cos
2
12cos

2
14

2
2cos4

2sin4

　　

　　

　　

　　

 

 ここで， ( ) 00 =f より， ( ) 00 =g  

 これと ( ) Cg =0 から， 0=C  

 よって， ( ) xxxxg 2sin2cos2 +-=  

 ゆえに， 

( ) ( )
( )xxxe

xgexf
x

x

2sin2cos2 +-=

=
-

-
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486 

(1) 
与式より， 0,0,0 ¹¹¹ uyx である。 

等式左辺について， 

u
x
y
= より， xuy =  

ここで、uは xと yの 2 変数関数だから， ( )yxfu ,= とおくと， ( )yxxfy ,=  

 ( ) ( )yxfxyxxfy ,,,,, を xについて微分したものを 

それぞれ ( ){ } ( )yxfxyxxfy ,,,,, ¢¢¢¢ と表すことにし， 

( )yxxfy ,= の両辺を xについて微分すると， 

( ){ }
( ) ( )

( ) ( )yxfxyxf
yxfxyxfx

yxxfy

,,
,,

,

¢+=

¢+¢=

¢=¢

　　

　　  

ゆえに，
dx
duxu

dx
dy

×+=  ・・・① 

上記の内容を簡単に記述すると， 

u
x
y
= より， xuy =  

 この両辺を xについて微分すると， 

  

( )

dx
duxu

dx
duxu

dx
dx
x
xud

dx
dy

×+=

×+×=

=

　　

　　  

 等式右辺について，
u

u
y
x

x
y 1

+=+  ・・・② 

 ①，②より，
u

u
dx
duxu 1

+=×+ ，すなわち
udx

dux 1
=×  

 これより dx
x

udu 1
=  

 よって， òò = dx
x

udu 1  

 ゆえに，任意の積分定数をCとすると， Cxu += log
2
1 2 ，すなわち Cx

x
y

+=× log
2
1

2

2

 

 したがって，求める微分方程式の解は ( )Cxxy += log2 22  
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(2) 
 xzy -= より， 

 

( )

1-=

-=

-
=

dx
dz

dx
dx

dx
dz
dx
xzd

dx
dy

　　

　　  

 これと z
dx
dy

= より， z
dx
dz

=-1  

【1】 1-=z のとき 

  0=
dx
dz

だから， z
dx
dz

=-1 を満たす。 

  よって， 1-=z は微分方程式 z
dx
dz

=-1 の解である。 

【2】 1-¹z のとき 

z
dx
dz

=-1 より， dxdz
z

=
+1
1  

よって， òò =
+

dxdz
z 1

1  

ゆえに，任意の積分定数をCとすると， Cxz +=+1log すなわち Cxyx +=++ 1log  

これより， xCeeyx =++ 1 すなわち xCeeyx ±=++ 1  

ここで， AeC =± とおき，両辺を整理すると， 1--= xAey x （ 0¹A ） 

 1--= xAey x に 0=A を代入すると， 1--= xy  
これと yxz += から， 1-=z  

よって，求める微分方程式の解は，【1】，【2】をまとめることにより， 

1--= xAey x （ Aは任意の定数） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

8 

487 

 直線 OP の傾きは
x
y
だから，条件より，

x
y

dx
dy

×= 2  

 0=y は条件を満たさないから
x
y

dx
dy

×= 2 の解でない。 

 したがって，
x
y

dx
dy

×= 2 は dx
x

dy
y

21
= と変形でき，これより òò = dx

x
dy

y
21  

 よって，積分定数をCとすると， Cxy += 2loglog すなわち 2xey C±=  

 ここで AeC =± とおくと， 2Axy = （ 0¹A ） 
 条件より， 1=x のときと 2=y となるから， A=2  

 ゆえに，与えられた条件をすべて満たす曲線の方程式は 22xy =  

488 

 与式両辺を xについて微分すると
( ) ( )xxfx
dx
xdf 22 +=  

 ( )xfy = とおくと， xyx
dx
dy 22 +=  ( )12 +=\ yx

dx
dy  

【1】 1-=y のとき 

  0=
dx
dy

だから， ( )12 += yx
dx
dy

を満たす。 

  よって， 1-=y は微分方程式 ( )12 += yx
dx
dy

の解である。 

【2】 1-¹y のとき 

( )12 += yx
dx
dy

より， xdxdy
y

2
1

1
=

+
 \ òò =

+
xdxdy

y
2

1
1  

ゆえに，積分定数をCとすると， Cxy +=+ 21log すなわち 1
2
-±= xCeey  

ここで AeC =± とおくと，微分方程式の解は 1
2
-= xCeAey （ 0¹A ） 

 0=A とすると 1-=y となるから，微分方程式の解は，【1】，【2】をまとめることにより， 

( ) 1
2
-= xAexf （ Aは任意の定数） 

 これより ( ) 11 -= Aef ，また，与式より ( ) ( ) 32211
1

1
=++= ò dtttff  

よって， 31=-Ae ，すなわち
e

A 4
=  ゆえに， ( ) 14 12

-= -xexf  


