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積分法の応用 演習問題 

74 

(1) 
 ( ) ( ) ( )xgxfxh -= （ 0>x ）とすると， 

 ( ) 1log 22 --= xxxh ， ( ) ( )
x

xxh 12 2 -
=¢ より， ( )xh の増減は次のようになる。 
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 よって， 1=x のとき極小値 0 をとる。 
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(2) 
 ( ) ( )xgxf = となるのは ( ) 0=xh のときだから ( )1,1  

(3) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0111,0111 =¢-¢=¢=-= gfhgfh より， ( )xf と ( )xg は点 ( )1,1 で接する。 

 これと xx <<< 1,10 のとき ( ) 0>xh ，すなわち ( ) ( )xgxf > より， 

 連立方程式で表される領域は下図のようになる。 
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(1) 
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nは正の整数だから， ( ) 212 +-= pnS n  

 

 

曲線 ( )xfy = の概形は 1+x と xsin の積からイメージすればよい。 

 

x
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y = x + 1( ) sinx x ≥ 0( )  
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 点 ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
,

2
pp

における接線の傾きは， ( ) xxxxf cossin +=¢ より， 1
2

=÷
ø
ö

ç
è
æ¢ pf  

 これより，その点における法線の方程式は
22
pp

+÷
ø
ö

ç
è
æ --= xy すなわち p+-= xy  

 よって，求める体積をV とすると， 

 

( ) ( )

( )

ò

ò

ò

ò

ò

+=

+ú
û

ù
ê
ë

é
-=

--=

-=

-÷
ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ--××=

2
0

23

2
0

22

0

3
3

2
0

23

2
0

223

2
0

2
2

2

2cos
248

13

2cos
23224

7

2cos1
224

7

sin
24
7

sin
223

10
3
1

p

p
p

p

p

p

pp

ppp

pp

pp

pppppppp

xdxx

xdxxx

dxxx

xdxx

dxxxV

　　

　　

　

　

 

 ここで， 
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(1) 
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 よって， ( ) 1,2 2 +== xxfa  

(2) 

 求める長さを Lとすると， 

 ( )ò +=
1

0

221 dxxL  

 ここで， tx =2 とおくと，
2
dtdx = ， 00,21 =Þ==Þ= txtx より， 
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(1) 
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 道のりを Lとすると， 
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(1) 

 曲線Cの導関数は
x

y 1
=¢ だから， 

接線 1l の方程式は， ( ) ttx
t

y log1
+-= ( )1>t ，すなわち tx

t
y log11

+-= ( )1>t  

 よって，Q の x座標は 1log11
-=+- xtx

t
( )1>t の解，すなわち

1
log
-

=
t

ttx  

(2) 
 曲線C上の点 ( )0,1 における接線の方程式は 1-= xy だから， 

 直線 2l は曲線C上の点 ( )0,1 における接線である。 

 よって，2 直線 1l ， 2l と曲線Cで囲まれた部分は下図のようになる。 
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よって， 
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 ここで， ( ) ttf log= とすると， ( )tf は 0>t で微分可能だから， 

平均値の定理より， ( )cf
t
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1
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補足 
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(1) 
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4
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 ここで， 
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さらに，ここで， 
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または， 
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(1) 

 23,2 t
dt
dyt

dt
dx

== より， 0¹t のとき t

dt
dx
dt
dy

dx
dy

2
3

==  

 よって，点 ( )32 , aa （ 0¹a ）における曲線Cの接線 al の方程式は ( ) 32

2
3 aaxay +-= ， 

 すなわち
22

3 3aaxy -=  

(2) 

 求める長さを Lとすると， 
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 より， 
 媒介変数 tで表される点は，tの増加にともない， xy座標平面上を第 4 象限を左上方向に

原点 ( )0,0 まで移動してから第 1 象限を右上方向に移動していく。 
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補足 

( ) ( )32 ,, ttyx = より， 023 ³= yx だから，定義域は 0³x であり 

また，曲線の概形は， 23 yx = より， 2
3

xy ±= だから，  

xy = ( )0³x と 2xy = ( )0³x の中間であることがわかる。 

直線 1l は曲線C上の点 ( )1,1 の接線で，その方程式は(1)より
2
1

2
3

-= xy である。 

したがって，曲線Cと直線 1l の共有点を求めるための tの方程式は， 

( ) ( )32 ,, ttyx = を
2
1

2
3

-= xy に代入することにより，
2
1

2
3 23 -= tt  

これを整理すると， 0132 23 =+- tt となり， 

さらに， 1=t は 0132 23 =+- tt の重解であることから， 
因数分解により， ( ) ( ) 0121 2 =+- tt となる。 

よって，方程式の解は
2
1,1 -=t  

ゆえに，共有点の座標は ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ -

8
1,

4
1,1,1  

したがって，次頁図の斜線部の面積を求めればよい。 

 斜線部は，台形PQRSから曲線Cと y軸で囲まれた 1
8
1

££- y の部分を除いた部分だから， 

320
27

160
99

64
45

5
3

64
45

8
11

4
11

2
1

1

8
1

3
5

1

8
1

3
21

8
1

=

-=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
-=

-=-
þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ--÷

ø
ö

ç
è
æ +

-

-- òò

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　 y

dyyxdy

 

あるいは， 

[ ]

320
27

160
99

64
45

5
3

64
45

3
64
45

8
11

4
11

2
1

1

2
1

5

1

2
1

221

8
1

=

-=

-=

×-=-
þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ--÷

ø
ö

ç
è
æ +

-

-- òò

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　 t

dtttxdy

 



4STEP 数学Ⅲ（新課程）を解いてみた                  http://toitemita.sakura.ne.jp 

15 

 
 

(4) 
 上図より，台形 PQRQ を y軸の周りに 1 回転してできる円錐台から， 

曲線Cと y軸で囲まれた 1
8
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££- y の部分を 1回転した部分を除いた体積を求めればよい。 
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曲線Cと y軸で囲まれた 1
8
1

££- y の部分を 1 回転してできる立体の体積 
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 よって，求める体積は 
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82 

 図形 Aの方程式は 21,122 ££=+ zyx  

 これを平面 tx = （ 11 ££- t ）で切ったときの切り口の線分を 

下図のように PQ，RS とすると， 
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è
æ - 1,1,S,2,1,R,1,1,Q,2,1,P 2222 tttttttt より， 

線分 PQ と RS は xz平面に関して対称である。 

よって，この切り口を x軸の周りに 1 回転してできる図形の面積と 

線分 PQ を x軸の周りに 1 回転してできる図形の面積は等しい。 
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これと，線分 PQ を x軸の周りに 1 回転してできる図形の面積は， ( )0,0,X t とすると， 
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より，求める立体の体積は pp 63
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