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2 次関数 演習問題 
14 
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 よって， mx -= で最小値 mm 44 2 +- をとる。 

 ゆえに， mml 44 2 +-=  
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より， 
0>l であるための必要十分条件は ( ) 014 >-- mm  すなわち ( ) 01 <-mm  10 <<\ m  
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 よって，
2
1

=m のとき lは最大値 1 をとる。 

(4) 

 ( ) ammmfn ++-== 44 2  

 m軸すなわち 0=n と 1 点で接するための必要十分条件は 

mの 2 次方程式 044 2 =++- amm が重解をもつことである。 
そこで，この方程式の判別式をDとすると， 

( ) aaD 16164442 +=×-×-=  

重解をもつのは 0=D のときだから， 01616 =+ a  1-=\a  

別解 

( ) ammmfn ++-== 44 2 は下に凸な放物線だから， 
 m軸と 1 点で接するための必要十分条件は ( )mf の最小値が 0 となることである。 
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より， ( )mf の最小値は a+1  

 よって， 01 =+ a より， 1-=a  
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(1) 

 ( ) ( ) 42212 22 -++--= kkxkxxf とおくと， 
( )xfy = のグラフは下に凸の放物線である。 

  したがって， ( ) 042212 22 <-++-- kkxkx の解が存在するための必要十分条件は 
( )xfy = のグラフが x軸と 2 つの異なる共有点をもつことである。 

( )xfy = のグラフが x軸と 2 つの異なる共有点をもつための必要十分条件は 

( ) 042212 22 =-++-- kkxkx が異なる 2 つの実数解をもつことである。 

よって， ( ) 042212 22 =-++-- kkxkx が異なる 2 つの実数解をもつような kの値の範

囲を求めればよい。 

  そこで，この方程式の判別式をDとすると， 
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異なる 2 つの実数解をもつのは 0>D のときだから， ( )( ) 0154 >-+- kk  

すなわち ( )( ) 015 <-+ kk  15 <<-\ k  

補足 

xの係数が 2 の積になっているある場合の判別式について 

0'22 =++ cxbax の判別式をDとすると， 

( ) ( )acbacbD -=-= 22 '44'2 より， acbD
-= 2'

4
 

(2) 
 ( ) 01 <f であればよい。 

 ( ) 5421 2 -+= kkf より， 0542 2 <-+ kk  

 これと 0542 2 =-+ kk の解は
2

142 ±-
=k であることから， 

2
142

2
142 +-

<<
-- k  
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 12 -<£- x のとき 
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 11 <£- x のとき 
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 21 <£- x のとき 
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 32 ££ x のとき 
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x
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 よって，グラフは下図のようになる。 

 
ゆえに， 2-=x で最大値 8， 1=x で最小値 3 をとる。 
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(1) 

 xxt 62 -= （ 51 ££ x ）とおくと， ( ) 93 2 --= xt （ 51 ££ x ）より， 

 xxt 62 -= （ 51 ££ x ）のグラフは下図実線部分となるから，その値域は 59 -££- t  
 

 
 

 よって， 30122 ++= tty （ 59 -££- t ）の値域を求めればよく， 

 
( ) 66

3012
2

2
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t
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 より， 
 そのグラフは次図実線部分となるから，求める値域は 36 ££- y  
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(2) 

 与式を xについて整理すると， 

( )
( ){ } ( )
( ){ }
( ){ } ( )
( ){ } ( ) 8143

4243

4843

514533

514532

514562514652

22

22

22

222

22

2222

--+--=

--+--=

--+--=

+-+----=

+-+--=

+-++-=+-++-

yyx

yyyx

yyyx

yyyyx

yyxyx

yyxyxxyxyxyx

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

 

 これと ( ){ } ( ) 01,03 2 ³-³-- yyx より， 
与式は， 3-= yx かつ 01=-y で，すなわち 1,2 =-= yx で最小値 8- をとる。 
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(1) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 5122
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2
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+---=

-++--+--=-

axax

aaxxxaxxfxg

　　　　　
 

( ) ( )xgxf < より， ( ) ( ) 0>- xfxg  

よって， ( ) 05122 2 >+--- axax  
ここで， ( ) ( )xfxgy -= とおくと， ( ) ( )xfxgy -= のグラフは下に凸の放物線だから， 

( ) 05122 2 >+--- axax のとき ( ) ( )xfxgy -= は x軸と共有点をもたない。 

これは ( ) 05122 2 =+--- axax が実数解をもたないことと同値だから， 

( ) 05122 2 =+--- axax が実数解をもたないときの定数 aの範囲を求めればよい。 

そこで，この方程式の判別式をDとすると， 
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これと，実数解をもたない条件 0<D より， ( )( ) 033 <-+ aa  33 <<-\ a  

(2) 
 ( )xf の最大値< ( )xg の最小値 が成り立てばよい。 
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 より， ( )xf の最大値は
4

842 -+ aa  
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 より， ( )xg の最小値は
4

842 ++- aa  

 よって，
4

84
4

84 22 ++-
<

-+ aaaa
 これより， 82 <a  2222 <<-\ a  
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(1) 
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+-÷
ø
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ç
è
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++=

42
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2

　
 

 より，軸 ax = を pの式で表すと
2
px -=  

 よって， ap
=-

2
 すなわち ap 2-=  ・・・① 

 放物線Cは点 ( )9,1 を通るから， qp ++=19  8+-=\ pq  ・・・② 

 ①，②より， 82 += aq  

 ゆえに， 82,2 +=-= aqap  

(2) 

 (1)より放物線 Cの式は aを用いて 8222 ++-= aaxxy と表せる。 

放物線Cは下に凸の放物線だから， x軸より上側にあるならば x軸と共有点をもたない。 

 これは 08222 =++- aaxx が実数解をもたないことと同値である。 
 そこで，判別式をDとすると， ( ) ( ) ( )( )42482142 2 -+=+××--= aaaaD  

  補足：または， xの係数が 2 の積になっているから， ( ) ( )( )42821
4

2 -+=+×-= aaaaD  

 実数解をもたないのは 0<D のときであるから， ( )( ) 0424 <-+ aa  42 <<-\ a  

(3) 

 条件より，Cと x軸との共有点の x座標の差の大きさは 8 である。 

 これは， 08222 =++- aaxx の異なる2実数解の差の大きさが8であることと同値である。 
異なる 2 実数解の差の大きさについては，解の公式より， 

82,82 22 --+---= aaaaaax （ただし， 0822 >-- aa すなわち aa <-< 4,2 ） 

よって， 88282 22 =÷
ø
öç

è
æ ------+ aaaaaa （ aa <-< 4,2 ）より， 

( )( ) 442 =-+ aa （ aa <-< 4,2 ） 

 ( )( ) 442 =-+ aa の両辺を 2 乗し， aについて整理すると 02422 =-- aa  

よって， ( )( ) 064 =-+ aa より， 6,4-=a  

これは aa <-< 4,2 を満たす。 

ゆえに， 6,4-=a  
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a = - 4 のとき

y = x2 + 8x 

x

y

O
2 10 

a = 6 のとき

y = x2 - 12x + 20 



4STEP 数学Ⅰを解いてみた                        http://toitemita.sakura.ne.jp 

9 

(4) 

8222 ++-= aaxxy は下に凸の放物線だから， x軸と異なる 2 点で交わるためには， 

軸 3>= ax  ・・・③ 

x軸と異なる 2 点で交わる。すなわち 0>D  ・・・④ 
3=x のとき 0>y  ・・・⑤ 

の③～⑤を同時に満たせばよい。 

④については， ( ) ( ) ( )( )42482142 2 -+=+××--= aaaaD  より， aa <-< 4,2  ・・・⑥ 

⑤については， 3=x のとき 0174 >+-= ay より，
4

17
<a  ・・・⑦ 

③かつ⑥かつ⑦より，
4

174 << a  

 

 

x

y

O

- a2 + 2a + 8 

- 4a + 17 

x = a 

3 

y = x2 - 2ax + 2a + 8 
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(1) 

 
( )

( ) baax

baxxxfy

+--=

+-==
22

2 2

　　　　
 

 より， ( )baa +- 2,  

(2) 

 下に凸の放物線だから 
 ( )i  1-£a  

  1=x で最大値 12 ++- ba  

  1-=x で最小値 12 ++ ba  

 

  
( )ii  01 <<- a  

  1=x で最大値 12 ++- ba  

  ax = で最小値 ba +- 2  

 

x

y

O

2a + b + 1 

- 2a + b + 1 

- 1 1 

x

y

O

- 2a + b + 1 

- a2 + b 

a - 1 1 
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 ( )iii  10 <£ a  

  1-=x で最大値 12 ++ ba  

  ax = で最小値 ba +- 2  
 

 
 
 ( )iv  a£1  

  1-=x で最大値 12 ++ ba  

  1=x で最小値 12 ++- ba  

 

 

x

y

O

2a + b + 1 

- a2 + b 

a - 1 1 

x

y

O

2a + b + 1 

- 2a + b + 1 

- 1 1 
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(3) 
 ( )i  1-£a のとき 

  1=x で最大値 12 ++- ba ， 1-=x で最小値 12 ++ ba より，
î
í
ì

-=++
=++-

112
112

ba
ba

 

  これを解くと， 1,
2
1

-=-= ba  

  これは 1-£a を満たさないから不適 
( )ii  01 <<- a のとき 

  1=x で最大値 12 ++- ba ， ax = で最小値 ba +- 2 より，
î
í
ì

-=+-

=++-

1

112
2 ba

ba
 

  次にこの連立方程式を解く。 

  112 =++- ba より， ab 2=  

  これを 12 -=+- ba に代入し， aについて整理すると， 0122 =-- aa  
  よって， 21,21 +-=a  

  これと aが 01 <<- a を満たさなければならないことから， 21-=a  
  ゆえに， 222,21 -=-= ba  
 ( )iii  10 <£ a のとき 

  1-=x で最大値 12 ++ ba ， ax = で最小値 ba +- 2 より，
î
í
ì

-=+-

=++

1

112
2 ba

ba
 

  次にこの連立方程式を解く。 

  112 =++ ba より， ab 2-=  

  これを 12 -=+- ba に代入し， aについて整理すると， 0122 =-+ aa  
  よって， 21,21 +---=a  

  これと aが 10 <£ a を満たさなければならないことから， 21+-=a  
  ゆえに， 222,21 -=+-= ba  
 ( )iv  a£1 のとき 

  1-=x で最大値 12 ++ ba ， 1=x で最小値 12 ++- ba より，
î
í
ì

-=++-
=++

112
112

ba
ba

 

  これを解くと，
2
1

=a  

  これは a£1 を満たさないから不適 

 ( )i ～ ( )iv より， 222,21 -=-= ba または 222,21 -=+-= ba  
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21 
 ( ) ( )iii,ii より， 

( ) ( ) ( ) ( ) 5132,62 2 ++=+=+ kkkgkfkgkf  57132 2 =+\ kk  ・・・① 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 5132,16 2 +-=+-=-+- kkkgkfkgkf  21132 2 -=-\ kk  ・・・② 

 ①－②より， 7826 =k  3=\k  
 したがって， ( )i において， ( )xf は 3=x で最大値 13 をとることになる。 

そこで， ( ) ( ) 133 2 +-= xaxf （ 0<a ）とおくと， 
( )ii において， ( ) 233 -=-f より， 231336 -=+a  1-=\a  

これは 0<a を満たす。 

よって， ( ) ( ) 133 2 +--= xxf すなわち ( ) 462 ++-= xxxf  

これより， 

( ) ( )
( )465132

5132
22

2

++--++=

-++=

xxxx

xfxxxg

　　
 

よって， ( ) 173 2 ++= xxxg  

22 

(1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

上図より，直角三角形 QPR について， 

三平方の定理より， 222 QRPRPQ +=  
 これと kqp =+=PQ ， ( ) kqp -=+-= 3BCPR ， ( ) kqp -=+-= 2ABQR より， 

 ( ) ( )222 23 kkk -+-=  013102 =+-\ kk  
ただし， 0QR0,PR0,PQ >>> すなわち 0>k かつ 03 >- k かつ 02 >- k より， 20 << k  

 よって， 013102 =+- kk かつ 20 << k より， 325 -=k  
 

p  
p  

p  q  

q  

q  Q  

P  
R  

A  

B  C  

D  
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(2) 

 325 -=+ qp より， qp --= 325  ・・・① 

円 P，円 Q の直径は 0 より大きく，長方形の短い方の辺の長さ以下だから， 
 220,220 £<£< qp より， 10,10 £<£< qp  

 10 £< q から， 01 <£- q  ・・・② 

 ①，②より， ( ) ( ) 03253251325 +-<-+-£-+- q  

 よって， 325324 -<£- p  

 これと 10 £< p より， 1324 ££- p  

(3) 

 

( )
( )
( ){ }
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ï
ý
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ï
í
ì

+÷
ø
ö

ç
è
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2

2
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kkp

kkpp

kkpp

pkp

qpS

p

p

p

pp

pp

　

　

　

　

 

 ただし， 1324 ££- p  

 次に
2
k
すなわち

2
325 -
が 1324 ££- p に対しどの範囲にあるかどうか調べる。 

( )
2

323324
2

325 +-
=--

-  

ここで，3と 32 の大小について， ( ) 1232,93
22 == より， 323<  0323 >+-\  

ゆえに， ( ) 0324
2

325
>--

-
 

2
325324 -

<-\  ・・・③ 

また， 0323 >+- より， 0
2

323
2

3251 >
+-

=
-

-  1
2

325
<

-
\  ・・・④ 

③，④より， 1
2

325324 <
-

<-  

よって， Sは
2

325 -
=p で最小値

( ) pp
2

32037
2

325
2

-
=

-
をとる。 


