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整数の性質 4 ユークリッドの互除法 
整数の性質 5 1 次不定方程式 
1．割り算と最大公約数 
 2 つの自然数 ba, について， aをbで割ったときの商を q，余りを r とすると 

 aとbの最大公約数は，bと r の最大公約数に等しい。 

証明 
 条件より， rbqa +=  ・・・① 

aと bの最大公約数を 1g とすると， 11 ',' gbbgaa == （ 'a と 'b は互いに素） ・・・② 

bと r の最大公約数を 2g とすると， 22 ','' grrgbb == （ ''b と 'r は互いに素） ・・・③ 

 ②を①に代入すると， rqgbga += 11 '' より， ( )qbagr ''1 +=  

 よって， r は 1g を約数にもつ。 

したがって， 1g は bと r の公約数である。 

 これと，bと r の最大公約数が 2g であることから， 12 gg ³  ・・・④ 

 ③を①に代入すると， 22 ''' grqgba += より， ( )'''2 rqbga +=  

 よって， aは 2g を約数にもつ。 

 したがって， 2g は aと bの公約数である。 

 これと， aとbの最大公約数が 1g であることから， 21 gg ³  ・・・⑤ 

 よって，④かつ⑤より， 21 gg =  

 ゆえに， aとbの最大公約数は，bと r の最大公約数に等しい。 

2．ユークリッドの互除法 

11 rbqa += ( )01 ¹r ならば aとbの最大公約数はbと 1r の最大公約数に等しい。 

 221 rqrb += ( )02 ¹r ならばbと 1r の最大公約数は 1r と 2r の最大公約数に等しい。 

 0321 += qrr ならば 2r は 1r の約数である。すなわち 1r と 2r の最大公約数は 2r である。 

 以上より， aと bの最大公約数は 2r である。 

3．互いに素である整数の性質 
 2 つの整数 ba, が互いに素であるならば， 

任意の整数 cについて， cbyax =+ を満たす整数 yx, が存在する。 

証明 1 

 11 -£££ bkl とし， 
ak を bで割った商 kq ，余りを kr とすると， kk rbqak += ( )10 -££ brk  ・・・① 

alを bで割った商 lq ，余りを lr とすると， ll rbqal += ( )10 -££ brl  ・・・② 

 lk rr = の場合 

①－②より， ( ) ( )lk qqblka -=-  

この等式について， aとbが互いに素だから， lk qq - は aの倍数， lk - は bの倍数 

したがって， amqq lk =- （mは整数）と表すと， bmlk =- となる。 

  さらに， 11 -£££ bkl より， bblk <-£-£ 20 だから， bbm <£0  
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  よって，整数mは 0 

これより， 0=- lk すなわち lk =  alak =\  
  ゆえに， lk rr = ならば alak =  

lk rr = ならば alak = の対偶 

 lk rr = ならば alak = は真だから，その対偶すなわち alak ¹ ならば lk rr ¹ も真である。 

alak ¹ ならば lk rr ¹ が意味すること。 

( )abaaa 1,,3,2, - の b個の数はすべて異なるから， alak ¹ ならば lk rr ¹ より， 

それぞれをbで割ったときの余りの値はすべて異なる。 
これと，余りの種類は 1,,2,1,0 -b の b種類であることから， 

( )abaaa 1,,3,2, - のうちのどれか 1 つはbで割った余りが 1 となる。 

すなわち 1+= bqak となる kが存在する。 

  cbyax =+ へ 

   1+= bqak より， ( ) 1=-+ qbak  

この両辺に任意の整数 cを掛けると， ( ) ccqbcka =-×+×  

ycqxck =-= , とおくと， cbyax =+  

  以上より， 
2 つの整数 ba, が互いに素であるならば， 

任意の整数 cについて， cbyax =+ を満たす整数 yx, が存在する。 

証明 2 
 byax + の正の数の最小値を 00 byax + ， byax + を 00 byax + で割った商をq，余りをr とする。 

( ) rqbyaxbyax ++=+ 00 （ 000 byaxr +<£ ） 

両辺を整理すると， 
 ( ) ( ) rqyybqxxa =-+- 00 （ 000 byaxr +<£ ） 

 ここで， 00 , qyyqxx -- は整数だから， 0¹r とすると， 000 byaxr +<< より， 

 byax + の正の数の最小値は r ということになる。 

これは，正の数の最小値が 00 byax + であるとしたことと矛盾する。 

よって， 0=r  
 これより， ( )qbyaxbyax 00 +=+ すなわち byax + は 00 byax + を約数にもつ。 

 したがって， 
0,1 == yx のとき， abyax =+ より， aは 00 byax + を約数にもつ。 

1,0 == yx のとき， bbyax =+ より，bは 00 byax + を約数にもつ。 

よって， 00 byax + は aとbの正の公約数である。 

これと， aと bが互いに素であることから， 100 =+ byax  

以上より， 
2 つの整数 ba, が互いに素であるならば 100 =+ byax となる整数 00 , yx が存在し， 

任意の整数 cについて， cbyax =+ を満たす整数 yx, ( )ycyxcx == 00 , が存在する。 
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4．1 次不定方程式と整数解 
 aとbが互いに素ならば， 100 =+ byax となるような整数 00 , yx が存在する。 

よって， cbcyacx =+ 00  

これと cbyax =+ の両辺の差をとると， 

( ) ( ) 000 =-+- cyybcxxa より， ( ) ( )00 cyybcxxa --=-  

 aとbは互いに素だから， akcyybkcxx -=-=- 00 , （ kは整数） 

 ゆえに， 00 , cyakycxbkx +-=+=  

259 

(1) 
 ( ) 1432742811 ++×+=+ nnn ， ( ) 7114374 -+×+=+ nnn ， ( ) 3537143 +×-=+ nn より， 

 2811 +n と 74 +n の最大公約数は， 7-n と 35 の最大公約数に等しい。 

 5735 ×= であるから， 7-n は 5 の倍数であるが，7 の倍数でない。 
 これと， 4376 £-£- n より， 40,30,25,20,15,10,5,57 -=-n  

 よって， 47,37,32,27,22,17,12,2=n  

(2) 
 ( ) 311546 ++×+=+ nnn ， ( ) 145315 -×+=+ nn より， 

 46 +n と 15 +n の最大公約数は， 3+n と 14- の最大公約数に等しい。 
 ( )2714 -×=- であるから， 3+n は 7 の倍数であるが，2 の倍数すなわち偶数でない。 

 これと， 10334 £+£ n より， 91,77,63,49,35,21,73 =+n  

 よって， 88,74,60,46,32,18,4=n  

260 

(1) 

解法 1 
 ( ) 111323 +×+=+ mm より， 

23 +m と 13 +m の最大公約数は 13 +m と 1 の最大公約数に等しい。 
( ) 013113 ++×=+ mm より，1 は 13 +m と 1 の最大公約数である。 

よって， 23 +m と 13 +m の最大公約数は 1，すなわち 23 +m と 13 +m は互いに素である。 

解法 2 

 23 +m と 13 +m の任意の正の公約数を dとすると， 
適当な整数 ba, を用いて， adm =+ 23 ， bdm =+ 13 と表せる。 

したがって， ( ) ( )dbamm -=+-+ 1323 ， ( ) 11323 =+-+ mm より， ( ) 1=- dba  

ba - は整数だから， 1=d  

 よって， 23 +m と 13 +m は互いに素である。 
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(2) 

解法 1 

 ( ) 1112 +×+=++ nnnn ， ( ) 0111 ++×=+ nn より， 

12 ++ nn と 1+n の最大公約数は 1 だから， 12 ++ nn と 1+n は互いに素である。 
解法 2 

 12 ++ nn と 1+n の任意の正の公約数を dとすると， 
適当な整数 ba, を用いて， adnn =++ 12 ， bdn =+ 1 と表せる。 

したがって， ( ) ( )dnbannnn -=+-++ 112 ， ( ) 1112 =+-++ nnnn より， ( ) 1=×- dnba  

nba - は整数だから， 1=d  

よって， 12 ++ nn と 1+n は互いに素である。 
261 

 ( )( ) 264562 +-+=++ nnnn より， 

62 ++ nn と 5+n の最大公約数は， 5+n と 26 の最大公約数に等しい。 
これと 13226 ×= より， 

5+n が 2 の倍数でも 13 の倍数でもないならば，最大公約数は 1 

5+n が 2 の倍数であるが 13 の倍数でないならば，最大公約数は 2 

5+n が 13 の倍数であるが 2 の倍数でないならば，最大公約数は 13 

5+n が 26 の倍数ならば，最大公約数は 26 
よって，最大公約数として考えられる数は 26,13,2,1  

262 

(1) 

解法 1 直感に頼る解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 514,25 +=+= ynxn と表せるから， 

51425 +=+ yx より， 3145 =- yx  ・・・① 

また， 111435 =×-× より， ( ) 1314353 ×=-×  すなわち 331495 =×-×  ・・・② 

補足 
 5 と 14 は互いに素だから， 1145 =- ba を満たす整数 ba, が存在する。 

①－②より， ( ) ( ) 031495 =--- yx  

すなわち ( ) ( )31495 -=- yx  

5 と 14 は互いに素だから， kykx 53,149 =-=- （ kは整数） 

よって， 914 += kx  
これを 25 += xn に代入すると， ( ) 477029145 +=++= kkn  

 nが 3 桁の自然数のとき， 9994770100 £+£ k より，整数 kの範囲は 131 ££ k だから， 

 求める最大数は 957471370 =+× ，最小数は 11747170 =+×  

補足：この方法の欠点 
 互いに素な 2数 qp, の値が大きい場合， 1=+ qbpa を満たす整数 ba, を直感で求めるのが困難 
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解法 2 整数であることを利用する解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 514,25 +=+= ynxn と表せるから， 

51425 +=+ yx より， 

3145 =- yx  ・・・① 

また，
5

33
5

314 +-
+=

+
=

yyyx より， 3=y のとき 9=x  

これを①に代入すると， 331495 =×-×  ・・・② 
①－②より， ( ) ( ) 031495 =--- yx  

すなわち ( ) ( )31495 -=- yx  

5 と 14 は互いに素だから， kykx 53,149 =-=- （ kは整数） 

よって， 914 += kx  
これを 25 += xn に代入すると， ( ) 477029145 +=++= kkn  

 nが 3 桁の自然数のとき， 9994770100 £+£ k より，整数 kの範囲は 131 ££ k だから， 

 求める最大数は 957471370 =+× ，最小数は 11747170 =+×  

補足 

 この方法は万能 

解法 3 互除法を利用する解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 514,25 +=+= ynxn と表せる。 

よって， 51425 +=+ yx より， 3145 =- yx  ・・・① 

また， 13514 -×= より， 11435 =-×  よって， ( ) 1314353 ×=-×  

すなわち 331495 =×-×  ・・・② 

補足 

 14 と 5 は互いに素（最大公約数が 1）だから，ユークリッドの互除法を繰り返せば，

必ず余り 1 が現れる。 
①－②より， ( ) ( ) 031495 =--- yx  

すなわち ( ) ( )31495 -=- yx  

5 と 14 は互いに素だから， kykx 53,149 =-=- （ kは整数） 

よって， 914 += kx  
これを 25 += xn に代入すると， ( ) 477029145 +=++= kkn  

 nが 3 桁の自然数のとき， 9994770100 £+£ k より，整数 kの範囲は 131 ££ k だから， 

 求める最大数は 957471370 =+× ，最小数は 11747170 =+×  

補足：この方法の欠点 

 この方法の欠点は手続きが煩雑になる場合があることと 
互いに素な 2 数 qp, の値が大きいとき， 1=+ qbpa を満たす整数 ba, の値が大きくなりすぎ

後の計算が大変になる場合がある。 
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(2) 

解法 1 直感に頼る解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 37,13 +=+= ynxn と表せる。 

よって， 3713 +=+ yx より， 273 =- yx  ・・・① 

 また， 21733 =×-×  ・・・② 
①－②より， ( ) ( ) 02733 =--- yx  すなわち ( ) ( )2733 -=- yx  

3 と 7 は互いに素だから， kykx 32,73 =-=- （ kは整数） 

よって， 37 += kx  
これを 13 += xn に代入すると， ( ) 10211373 +=++= kkn  

 nが 3 桁の自然数のとき， 9991021100 £+£ k より，整数 kの範囲は 475 ££ k だから， 

 求める最大数は 997104721 =+× ，最小数は 11510521 =+×  

解法 2 整数であることを利用する解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 37,13 +=+= ynxn と表せるから， 

3713 +=+ yx より， 

273 =- yx  ・・・① 

また，
3

22
3

27 +
+=

+
=

yyyx より， 1=y のとき 3=x  

これを①に代入すると， 21733 =×-×  ・・・② 
①－②より， ( ) ( ) 02733 =--- yx  すなわち ( ) ( )2733 -=- yx  

3 と 7 は互いに素だから， kykx 32,73 =-=- （ kは整数） 

よって， 37 += kx  
これを 13 += xn に代入すると， ( ) 10211373 +=++= kkn  

 nが 3 桁の自然数のとき， 9991021100 £+£ k より，整数 kの範囲は 475 ££ k だから， 

 求める最大数は 997104721 =+× ，最小数は 11510521 =+×  

解法 3 互除法を利用する解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 37,13 +=+= ynxn と表せる。 

よって， 3713 +=+ yx より， 273 =- yx  ・・・① 

また， 1237 +×= より， ( ) ( ) 11723 =-×--×  よって， ( ) ( ){ } 1217232 ×=-×--××  

すなわち ( ) ( ) 22743 =-×--×  ・・・② 

補足 

 7 と 3 は互いに素（最大公約数が 1）だから，ユークリッドの互除法を繰り返せば， 

必ず余り 1 が現れる。 
①－②より， ( ) ( ) 02743 =+-+ yx  

すなわち ( ) ( )2743 +=+ yx  

3 と 7 は互いに素だから， kykx 32,74 =+=+ （ kは整数） 

よって， 47 -= kx  



4STEP 数学 A を解いてみた                        http://toitemita.sakura.ne.jp 

7 

これを 13 += xn に代入すると， ( ) 11211473 -=+-= kkn  

 nが 3 桁の自然数のとき， 9991121100 £-£ k より，整数 kの範囲は 486 ££ k だから， 

 求める最大数は 997114821 =-× ，最小数は 11511621 =-×  

(3) 

解法 1 直感に頼る解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 913,48 +=+= ynxn と表せる。 

よって， 91348 +=+ yx より， 5138 =- yx  ・・・① 

 また， ( ) ( ) 511318 =-×--×  ・・・② 

 ①－②より， ( ) ( ) 011318 =+-+ yx  すなわち ( ) ( )11318 +=+ yx  

 8 と 13 は互いに素だから， kykx 81,131 =+=+ （ kは整数） 

 よって， 113 -= kx  
 これを 48 += xn に代入すると， ( ) 410441138 -=+-= kkn  

 nが 4 桁の自然数のとき， 999941041000 £-£ k より，整数 kの範囲は 9610 ££ k だから， 

 求める最大数は 9980496104 =-× ，最小数は 1036410104 =-×  

解法 2 整数であることを利用する解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 913,48 +=+= ynxn と表せるから， 

91348 +=+ yx より， 

5138 =- yx  ・・・① 

 また，
( ) ( )

8
1312

8
33816

8
513 +

-+=
--+

=
+

=
yyyyyx より， 1-=y のとき 1-=x  

 これを①に代入すると， ( ) ( ) 511318 =-×--×  ・・・② 

 ①－②より， ( ) ( ) 011318 =+-+ yx  すなわち ( ) ( )11318 +=+ yx  

 8 と 13 は互いに素だから， kykx 81,131 =+=+ （ kは整数） 

 よって， 113 -= kx  
 これを 48 += xn に代入すると， ( ) 410441138 -=+-= kkn  

 nが 4 桁の自然数のとき， 999941041000 £-£ k より，整数 kの範囲は 9610 ££ k だから， 

 求める最大数は 9980496104 =-× ，最小数は 1036410104 =-×  

解法 3 互除法を利用する解法 
 求める自然数を nとすると， nは整数 yx, を用いて 913,48 +=+= ynxn と表せる。 

よって， 91348 +=+ yx より， 5138 =- yx  ・・・① 

また，ユークリッドの互除法を繰り返すと， 

51813 +×=  ・・・② 

3158 +×=  ・・・③ 

2135 +×=  ・・・④ 

1123 +×=  ・・・⑤ 

したがって，⑤より， 1231 ×-=  ・・・⑥ 
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④より， 352 -= だから，これを⑥に代入すると， ( ) 13531 ×--= より， 

( )15231 -×+×=  ・・・⑦ 

③より， 583 -= だから，これを⑦に代入すると， ( ) ( )152581 -×+×-= より， 

( )35281 -×+×=  ・・・⑧ 

②より， 8135 -= だから，これを⑧に代入すると， ( ) ( )3813281 -×-+×= より， 

( )313581 -×+×=  すなわち 131358 =×-×  

したがって， 51513258 =×-×  ・・・⑨ 
①－⑨より， ( ) ( ) 01513258 =--- yx  

すなわち ( ) ( )1513258 -=- yx  

これと，8 と 13 は互いに素であることから， kykx 815,1325 =-=- （ kは整数） 

よって， ( ) 11312132513 -=-+=+= lkkx （ lは整数） 

これを 48 += xn に代入すると， ( ) 410441138 -=+-= lln  

 nが 4 桁の自然数のとき， 999941041000 £-£ l より，整数 lの範囲は 9610 ££ l だから， 

 求める最大数は 9980496104 =-× ，最小数は 1036410104 =-×  

263 

(1) 
 4127 =+ yx  ・・・① 

4110237 =×+×  ・・・② 
①－②より， ( ) ( ) 010237 =-+- yx  ( ) ( )10237 --=-\ yx  

7 と 2- は互いに素だから， kykx 710,23 =--=- （ kは整数） 

よって， 107,32 +=+-= kykx  

 ここで， yx, は自然数だから， 1107,132 ³+³+- kk より， 1
7
9

££- k   

よって，整数 1,0,1-=k  

 ゆえに， ( ) ( ) ( ) ( )17,1,10,3,3,5, =yx  

(2) 
3643 =+ yx より， ( )943 +-= yx  

3 と 4 は互いに素だから， kykx 39,4 =+-= （ kは整数） 

よって， 93,4 +-== kykx  

ここで， yx, は自然数だから， 193,14 ³+-³ kk より，
3
8

4
1

££ k  

よって，整数 2,1=k  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )3,8,6,4, =yx  
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(3) 
 10054 =+ yx より， ( )2054 +-= yx  

4 と 5 は互いに素だから， kykx 420,5 =+-= （ kは整数） 

よって， 204,5 +-== kykx  

ここで， yx, は自然数だから， 1204,15 ³+-³ kk より，
4

19
5
1

££ k  

よって，整数 4,3,2,1=k  

 ゆえに， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4,20,8,15,12,10,16,5, =yx  

264 
 ( )yxz 2415 +-=  ・・・① 

 zは自然数だから， ( ) 12415 ³+- yx より， 1424 £+ yx すなわち 72 £+ yx  

 よって， xy 271 -££  ・・・② 

 また， 127 ³- x より， 3,2,1=x  

 したがって， 

 1=x のとき 
  ②より， 5,4,3,2,1=y  

これと①から， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,5,1,3,4,1,5,3,1,7,2,1,9,1,1,, =zyx  

 2=x のとき 
  ②より， 3,2,1=y  

  これと①から， ( ) ( ) ( ) ( )1,3,2,3,2,2,5,1,2,, =zyx  

 3=x のとき 
  ②より， 1=y  

  これと①から， ( ) ( )1,1,3,, =zyx  

 以上より， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,3,1,3,2,3,2,2,5,1,2,1,5,1,3,4,1,5,3,1,7,2,1,9,1,1,, =zyx  

265 

(1) 
 50 円切手を x枚，80 円切手を y枚買ったとき，所持金をちょうど使い切ったとすると， 

 6608050 =+ yx より， 6685 =+ yx  ・・・① 

 ①より，
( )

5
12132

5
121325

5
668 +

++-=
+++-

=
+-

=
yyyyyx  

 したがって， 2=y のとき 10=x  

 これを①に代入すると， 6628105 =×+×  ・・・② 
 ①－②より， ( ) ( ) 028105 =-+- yx  すなわち ( ) ( )28105 --=- yx  

 5 と 8- は互いに素だから， kykx 52,810 -=-=- （ kは整数） 

 よって， 25,108 +-=+= kykx  
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 yx, は負でない整数だから， 025,0108 ³+-³+ kk より，
5
2

4
5

££- k  

 よって，整数 0,1-=k  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )2,10,7,2, =yx  

 すなわち（50 円切手の枚数，80 円切手の枚数）＝ ( ) ( )2,10,7,2  

(2) 
 りんごを x個，みかんを y個買ったとき，合計金額が 1450 円になったとすると， 

 145040130 =+ yx より， 145413 =+ yx  ・・・① 

 ①より，
( )

4
1363

4
13634

4
14513 +-

++-=
+-+-

=
+-

=
xxxxxy  

 よって， 1=x のとき 33=y  

 これを①に代入すると， 145334113 =×+×  ・・・② 
 ①－②より， ( ) ( ) 0334113 =-+- yx  すなわち ( ) ( )334113 --=- yx  

 13 と 4- は互いに素だから， kykx 1333,41 -=-=- （ kは整数） 

 よって， 3313,14 +-=+= kykx  

yx, は負でない整数だから， 03313,014 ³+-³+ kk より，
13
33

4
1

££- k  

 よって，整数 2,1,0=k  

 ゆえに， ( ) ( ) ( ) ( )7,9,20,5,33,1, =yx  

 すなわち（りんごの個数，みかんの個数）＝ ( ) ( ) ( )7,9,20,5,33,1  

(3) 
 生徒 1 人あたり鉛筆を x本，ノートを y冊買うと，合計金額が 1640 円になったとすると， 

1640704504 =×+× yx より， 4175 =+ yx  ・・・① 

①より，
( )

5
128

5
1285

5
417 +-

++-=
+---

=
+-

=
yyyyyx  

よって， 3=y のとき 4=x  

 これを①に代入すると， 413745 =×+×  ・・・② 
 ①－②より， ( ) ( ) 03745 =-+- yx  すなわち ( ) ( )3745 --=- yx  

 5 と 7- は互いに素だから， kykx 53,74 -=-=- （ kは整数） 

 よって， 35,47 +-=+= kykx  

yx, は負でない整数だから， 035,047 ³+-³+ kk より，
5
3

7
4

££- k  

 よって，整数 0=k  
 したがって， ( ) ( )3,4, =yx  すなわち生徒 1 人あたり鉛筆 4 本，ノート 3 冊 

 ゆえに，買った鉛筆の本数とノートの冊数はそれぞれ，16 本，12 冊 
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266 

(1) 
05 =-- yxxy ， ( )( ) 5515 ---=-- yxyxxy より， ( )( ) 551 =-- yx  

yx, は整数であるから， 1-x と 5-y も整数である。 

よって， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,5,5,1,5,1,1,55,1 ----=-- yx  

すなわち ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6,6,10,2,0,0,4,4, -=yx  

(2) 
 0452 =-+- yxxy ， ( )( ) 625452 +-+=-+- yxyxxy より， 

( )( ) 0625 =+-+ yx  すなわち ( )( ) 625 -=-+ yx  

yx, は整数であるから， 2,5 -+ yx も整数である。 

よって， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,6,2,3,3,2,6,1,6,1,3,2,2,3,1,62,5 --------=-+ yx  

 すなわち ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,0,2,1,3,4,4,8,6,5,7,4,8,3,11, ---------=yx  

(3) 
 1843 =-+ yxxy ， ( )( ) 123443 ++-=-+ yxyxxy より， 

( )( ) 181234 =++- yx  すなわち ( )( ) 634 =+- yx  

yx, は整数であるから， 3,4 +- yx も整数である。 

 よって， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,6,2,3,3,2,6,1,6,1,3,2,2,3,1,63,4 --------=+- yx  

 すなわち ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,10,1,7,0,6,3,5,9,3,6,2,5,1,4,2, -------=yx  

(4) 
 4048 -=++ yxxy ， ( )( ) 328448 -++=++ yxyxxy より， 

( )( ) 403284 -=-++ yx  すなわち ( )( ) 884 -=++ yx  

yx, は整数であるから， 8,4 ++ yx も整数である。 

 よって， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,8,2,4,4,2,8,1,8,1,4,2,2,4,1,88,4 --------=++ yx  

 すなわち 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )9,4,10,0,12,2,16,3,0,5,4,6,6,8,7,12, -------------=yx  

267 

(1) 
 ( )( ) 35=-+ yxyx  

yx, は自然数であるから， 2³+ yx ， yxyx ->+  

 よって， ( ) ( ) ( )5,7,1,35, =-+ yxyx  

これを解くと， ( ) ( ) ( )1,6,17,18, =yx  

これらの解は yx, は自然数であるという条件を満たしている。 

ゆえに， ( ) ( ) ( )1,6,17,18, =yx  
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(2) 
 ( )( ) 9-=-+ yxyx  

yx, は自然数であるから， 2³+ yx ， yxyx ->+  

また， xと yの偶奇が一致するとき yxyx -+ , とも偶数， 

 よって， ( ) ( ) ( )3,3,1,9, --=-+ yxyx  

これを解くと， ( ) ( ) ( )3,0,5,4, =yx  

( ) ( )3,0, =yx は yx, は自然数であるという条件を満たさないから不適。 

ゆえに， ( ) ( )5,4, =yx  

(3) 
 ( )( ) 2122 =-+ yxyx  

 yx, は自然数であるから， 32 ³+ yx ， yxyx 22 ->+  

 よって， ( ) ( ) ( )3,7,1,212,2 =-+ yxyx  

 これを解くと， ( ) ( ) ( )1,5,5,11, =yx  

これらの解は yx, は自然数であるという条件を満たしている。 

 ゆえに， ( ) ( ) ( )1,5,5,11, =yx  

268 

(1) 

 0211 =--
yx

，
xy

xyxy
yx

2211 --
=-- より， 02 =-- xyxy  

 よって， ( )( ) 0221 =--- yx  すなわち ( )( ) 221 =-- yx  

 yx, は自然数だから， 02,01 ³-³- yx  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )1,2,2,12,1 =-- yx  すなわち ( ) ( ) ( )3,3,4,2, =yx  

(2) 

 0141 =+-
yx

，
xy

xyxy
yx

+-
=+-

4141 より， 04 =+- xyxy  

 よって， ( )( ) 0414 =++- yx  すなわち ( )( ) 414 -=+- yx  

yx, は自然数だから， 21,34 ³+-³- yx  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )4,1,2,21,4 --=+- yx  すなわち ( ) ( ) ( )3,3,1,2, =yx  

(3) 

 011
5
1

=--
yx

，
xy

xyxy
yx 5

5511
5
1 --

=-- より， 055 =-- xyxy  

 よって， ( )( ) 02555 =--- yx  すなわち ( )( ) 2555 =-- yx  

yx, は自然数だから， 45,45 -³--³- yx  

 ゆえに， ( ) ( ) ( ) ( )1,25,5,5,25,15,5 =-- yx  

 すなわち ( ) ( ) ( ) ( )6,30,10,10,30,6, =yx  
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(1) 

 zyx ,, は自然数で， zyx ££ だから，
zyx
111

³³  

 よって，
xxxxzyx
31111111 =++£++=  

 ゆえに，
3

1 x
³  すなわち 3,2,1=x  

 1=x のとき 

  1111 =++
zy

より， 011
=+

zy
 

  ところが， zy, は自然数だから， 011
>+

zy
 

  よって，解なし。 

 2=x のとき 

 解法 1：1 次不定方程式を解く 

  111
2
1

=++
zy

より， 011
2
1

=--
zy

 すなわち 0
2

22
=

--
yz

yzyz  

  よって， 022 =-- yzyz より， ( )( ) 422 =-- zy  

  また， zy, は zy £ の自然数だから， 122 -³-³- yz  

  ゆえに， ( ) ( ) ( )2,2,4,12,2 =-- zy  すなわち ( ) ( ) ( )4,4,6,3, =zy  

 解法 2：yの候補を絞り込んでから解く 

111
2
1

=++
zy

より，
2
111

=+
zy

 

これと
zy
11

³ より，
yyyzy
21111

2
1

=+£+=  

よって，
2

2 y
³  yは yx £ を満たす自然数だから， 4,3,2,1=y  

1=y のとき 

 
2
111 =+

z
より，

2
11

-=
z

 

 zは自然数だから，不適 
2=y のとき 

 
2
11

2
1

=+
z

より， 01
=

z
 

 よって，不適 
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  3=y のとき 

   
2
11

3
1

=+
z

より，
6
11

=
z

 6=\ z  

   これは zy £ を満たす。 

  4=y のとき 

   
2
11

4
1

=+
z

より，
4
11

=
z

 4=\ z  

   これは zy £ を満たす。 

 3=x のとき 

 解法 1：1 次不定方程式を解く 

  111
3
1

=++
zy

より， 011
3
2

=--
zy

 すなわち 0
6

664
3

332
=

--
=

--
yz

yzyz
yz

yzyz  

  よって， 0664 =-- yzyz より， ( )( ) 93232 =-- zy  

  また， zy, は zyx ££ の自然数だから， 33232 ³-³- yz  

  ゆえに， ( ) ( )3,332,32 =-- zy  すなわち ( ) ( )3,3, =zy  

  これと 

 解法 2：yの候補を絞り込んでから解く 

  111
3
1

=++
zy

より，
3
211

=+
zy

 

これと
zy
11

³ より，
yyyzy
21111

3
2

=+£+=  

よって，
22

3 y
³  yは yx £ を満たす自然数だから， 3=y  

このとき，
3
21

3
1

=+
z

より，
3
11

=
z

 3=\ z  

これは zy £ を満たす。 

 以上より， 
 ( ) ( ) ( ) ( )3,3,3,4,4,2,6,3,2,, =zyx  
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(2) 

 zyx << より，
zyx
111

>>  

 よって，
xxxxzyx
3111111

2
1

=++<++=  

 ゆえに，
3

2 x
>  すなわち 6<x  

 これと 4³x より，自然数 5,4=x  

 4=x のとき 

 解法 1：1 次不定方程式を解く 

  
2
111

4
1

=++
zy

より， 011
4
1

=--
zy

 すなわち 0
4

44
=

--
yz

yzyz  

  よって， 044 =-- yzyz より， ( )( ) 1644 =-- zy  

  また， zy, は zy <<4 を満たす自然数だから， 144 ³->- yz  

  ゆえに， ( ) ( ) ( )8,2,16,14,4 =-- zy  すなわち ( ) ( ) ( )12,6,20,5, =zy  

 解法 2：yの候補を絞り込んでから解く 

  
2
111

4
1

=++
zy

より，
4
111

=+
zy

 

  これと
zy
11

> より，
yyyzy
21111

4
1

=+<+=  

  よって，
2

4 y
>  すなわち 8<y  

  これと yx <= 4 より，自然数 7,6,5=y  

  5=y のとき 

   
4
11

5
1

=+
z

より，
20
11

=
z

 20=\ z  

  6=y のとき 

   
4
11

6
1

=+
z

より，
12
11

=
z

 12=\ z  

  7=y のとき 

   
4
11

7
1

=+
z

より，
28
31

=
z

 
3
28

=\ z  

   zは自然数だから，不適 
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 5=x のとき 

 解法 1：1 次不定方程式を解く 

  
2
111

5
1

=++
zy

より， 011
10
3

=--
zy

 すなわち 0
30

30309
10

10103
=

--
=

--
yz

yzyz
yz

yzyz  

  よって， 030309 =-- yzyz より， ( )( ) 100103103 =-- zy  

  ところが， zy, は zy <<5 を満たす自然数だから， 8103103 ³->- yz  

  8103 ³-y より， 103 -y は 10 以上の 100 の約数である。 

  すると， 103103 ->- yz かつ ( )( ) 100103103 =-- zy が成り立たない。 

  よって， ( )( ) 100103103 =-- zy を満たす zy, は存在しない。 

 解法 2：yの候補を絞り込んでから解く 

2
111

5
1

=++
zy

より，
10
311

=+
zy

 

これと
zy
11

> より，
yyyzy
21111

10
3

=+<+=  

よって，
23

10 y
>  すなわち

3
26

3
20

+=<y  

  これと yx <= 5 より，自然数 6=y  

  このとき，
10
31

6
1

=+
z

より，
15
21

=
z

 
2

15
=\ z  

  zは自然数だから，不適 

 以上より， 
 ( ) ( ) ( )12,6,4,20,5,4,, =zyx  
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(1) 

 cba ££ より， cccccba 3=++£++  

 これと， cbaabc ++= より， cabc 3£  

 両辺を cで割ると， 1³c より， 3£ab  

(2) 
 ba, は自然数だから， 3,2,1=ab  

 これと ba ££1 より， ( ) ( ) ( ) ( )3,1,2,1,1,1, =ba  

( ) ( )1,1, =ba のとき 

( ) ( )1,1, =ba を cbaabc ++= に代入すると， cc += 2  よって，不適 

 ( ) ( )2,1, =ba のとき 

  ( ) ( )2,1, =ba を cbaabc ++= に代入すると， cc += 32 より， 3=c  

  よって， cba ££ を満たす。 
 ( ) ( )3,1, =ba のとき 

  ( ) ( )3,1, =ba を cbaabc ++= に代入すると， cc += 43 より， 2=c  

  これは cb £ を満たさない。よって，不適 
 以上より， ( ) ( )3.2,1,, =cba  

271 

 rqp <<£2 より，
rqp
111

>>  

 よって，
pppprqp
31111111 =++<++< より，

3
1 p
>  すなわち 3<p  

 これと p£2 より， 32 <£ p  すなわち 2=p  

解法 1：1 次不定不等式を解く 

 これを 1111
>++

rqp
に代入すると， 111

2
1

>++
rq

 

 よって， 011
2
1

<--
rq

 すなわち 0
2

22
<

--
qr

qrqr  

 条件より， 0>qr だから， 022 <-- qrqr  すなわち ( )( ) 422 <-- rq  

 また， rq <£3 ( )2, =<< prqp より， 122 ³->- qr  

 よって， ( )( ) 4222 <--£ rq より， ( )( ) 3,222 =-- rq  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )3,1,2,12,2 =-- rq  すなわち ( ) ( ) ( )5,3,4,3, =qp  

 以上より， 
 ( ) ( ) ( )5,3,2,4,3,2,, =rqp  

 

 



4STEP 数学 A を解いてみた                        http://toitemita.sakura.ne.jp 

18 

解法 2：qの候補を絞り込んでから解く 

 これを 1111
>++

rqp
に代入すると， 111

2
1

>++
rq

より，
2
111

>+
rq

 

 これと
rq
11

> より，
qqqrq
21111

2
1

=+<+<  

 よって， 2
2
<

q
 すなわち 4<q  

 これと 2, =< pqp より， 42 << q  3=\q  

 したがって，
2
11

3
1

>+
r

より，
6
11

>
r

 6<\ r  

 これと 3, =< qrq より， 63 << r  

 よって， 5,4=r  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )5,3,2,4,3,2,, =rqp  

例題 40 

別解 

(1) 
25 ºx ( )7mod より， 025 º-x ( )7mod  

よって， kx 725 =- （ kは整数） すなわち 275 =- kx  ・・・① 
また， ( ) ( ) 21715 =-×--×  ・・・② 

①－②より， ( ) ( ) 01715 =+-+ kx  ( ) ( )1715 +=+\ kx  

5 と 7 は互いに素だから， lx 71=+ （ lは整数） 
よって， ( ) 61717 +-=-= llx  

 ゆえに， 6ºx ( )7mod  

(2) 
 93 ºx ( )12mod より， 093 º-x ( )12mod  

 よって， kx 1293 =- （ kは整数） すなわち 34 += kx  
 kは整数だから， 23,13,3 ++ lll （ lは整数）のいずれかの形で表される。 

 したがって， 

lk 3= のとき 
 312 += lx より， 3ºx ( )12mod  

 13 += lk のとき 
  ( ) 7123134 +=++= llx より， 7ºx ( )12mod  

 23 += lk のとき 
  ( ) 11123234 +=++= llx より， 11ºx ( )12mod  

 以上より， 
 11,7,3ºx ( )12mod  
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(1) 

解法 1 
 037 º-x ( )5mod より， kx 537 =- （ kは整数） すなわち 357 =- kx  ・・・① 

 また， 35547 =×-×  ・・・② 
 ①－②より， ( ) ( ) 05547 =--- kx  すなわち ( ) ( )5547 -=- kx  

 7 と 5 は互いに素だから lx 54 =- （ lは整数） 
 よって， 45 += lx  \ 4ºx ( )5mod  

解法 2 
 37 ºx ( )5mod より， 3373 ×º× x ( )5mod  

 これと， xxxx º×º×º× 12173 ( )5mod ， 433 º× ( )5mod より， 4ºx ( )5mod  

(2) 

解法 1 
 0155 º-x ( )13mod より， kx 13155 =- （ kは整数） すなわち 15135 =- kx  ・・・① 

 また， 1501335 =×-×  ・・・② 
 ①－②より， ( ) 01335 =-- kx  すなわち ( ) kx 1335 =-  

 5 と 13 は互いに素だから lx 133 =- （ lは整数） 
 よって， 313 += lx  \ 3ºx ( )13mod  

解法 2 
 155 ºx ( )13mod より， 15858 ×º× x ( )13mod  

 これと， xxxx º×º×º× 14058 ( )13mod ， 31628158 ºº×º× ( )5mod より， 3ºx ( )13mod  

(3) 
 84 ºx ( )12mod より， 084 º-x ( )12mod  

 よって， kx 1284 =- （ kは整数） すなわち 23 += kx  
 kは整数だから， 34,24,14,4 +++ llll （ lは整数）のいずれかの形で表される。 

 したがって， 

lk 4= のとき 
 212 += lx より， 2ºx ( )12mod  

 14 += lx のとき 
  ( ) 5122143 +=++= llx より， 5ºx ( )12mod  

 24 += lk のとき 
  ( ) 8122243 +=++= llx より， 8ºx ( )12mod  

 34 += lk のとき 
  ( ) 11122343 +=++= llx より， 11ºx ( )12mod  

 以上より， 
 11,8,5,2ºx ( )12mod  
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(1) 
 4173 º+ yx ( )3mod  

これと yyxyx º×+×º+ 1073 ( )3mod ， 241º ( )3mod より， 2ºy ( )3mod  

(2) 
 2ºy ( )3mod より， 23 += ky （ kは整数） 

 これを 4173 =+ yx に代入すると， ( ) 412373 =++ kx  

 よって， 97 +-= kx  
 以上より， 4173 =+ yx の整数解は 97 +-= kx ， 23 += ky （ kは整数） 

274 

(1) 
 3414317 º+ yx ( )17mod  

 これと yyxyx 9904317 º×+×º+ ， 1341 º ( )17mod より， 19 ºy ( )17mod  

 よって， 1292 ×º× y ( )17mod  

 これと yyyy º×º×º× 11892 ( )17mod ， 212 º× ( )17mod より， 2ºy ( )17mod  

 したがって， 217 += ky （ kは整数） 

 これと 3414317 =+ yx より， ( ) 3412174317 =++ kx  1543 +-=\ kx  

 以上より， 217,1543 +=+-= kykx （ kは整数） 

合同式を使わない解法 
 3414317 =+ yx  ・・・① より， 

( )

17
18203

17
1820317

17
34143

+
++-=

+++-
=

+-
=

yy

yy

yx

　

　  

 よって， 2=y のとき 15=x  

 したがって， 3412431517 =×+×  ・・・② 
 ①－②より， ( ) ( ) 02431517 =-+- yx  すなわち ( ) ( )2431517 --=- yx  

 17 と 43- は互いに素だから， kykx 172,4315 -=-=- （ kは整数） 

 ゆえに， 217,1543 +-=+= kykx （ kは整数） 

 補足 
  17 と 43- は互いに素だから， kykx 172,4315 =--=- （ kは整数） 

 ゆえに， 217,1543 +=+-= kykx （ kは整数） 

  としてもよい。 

  一般解の表し方はいくらでもある。  
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(2) 
 4242993 º- yx ( )29mod  

 これと xyxyx ×º×-×º- 6062993 ( )29mod ， 18424 º ( )29mod より， 186 º× x ( )29mod  

 よって， 18565 ×º×× x ( )29mod  

 これと xxxx º×º×º×× 13065 ( )29mod ， 390185 ºº× ( )29mod より， 3ºx ( )29mod  

 ゆえに， 329 += kx （ kは整数） 
 また，これと 4242993 =- yx より， ( ) 4242932993 =-+ yk  593 -=\ ky  

 以上より， 593,329 -=+= kykx （ kは整数） 

合同式を使わない解法 
 4242993 =- yx  ・・・① より， 

 
( )

( )
29

36143

29
18614329

29
42493

-
+-=

-+-
=

-
=

xx

xxx

xy

　

　  

 よって， 3=x のとき 5-=y  

 したがって， ( ) 424529393 =-×-×  ・・・② 

 ①－②より， ( ) ( ) 0529393 =+-- yx  すなわち ( ) ( )529393 +=- yx  

 93 と 29 は互いに素だから， kykx 935,293 =+=- （ kは整数） 

 ゆえに， 593,329 -=+= kykx （ kは整数） 


