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112 分数漸化式と極限 
分数形の漸化式の一般解の求め方 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の一般項の求め方（入試問題では，誘導がついているのがふつうである） 

方法 1 

置き換えにより，分数漸化式の基本形
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 を得てから解く。 

求め方の手順 

手順 1 

xba nn += とおいて，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形になるような xの値を求める。 

( )
( ) sxbr

qxbp
xb

n

n
n ++

++
=++1 より，

( )
( ) x

sxbr
qxbp

b
n

n
n -

++
++

=+1  

( ) ( ){ }
srxrb

qxsprxbrxp
b

n

n
n ++

+----
=\ +

2

1  

ここで， ( ) 02 =+-- qxsprx の解をa とすると，
( )

srrb
brp

b
n

n
n ++

-
=+ a

a
1  

尚， ( ) 02 =+-- qxsprx の解は， 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の 1+na と na を xとおいた方程式

srx
qpxx

+
+

= から求めることができる。 

その理由については後述。 

手順 2 

CBb
Ab

b
n

n
n +

=+1 の形，つまり
( )

srrb
brp

b
n

n
n ++

-
=+ a

a
1 が得られた。 

逆数をとると， ( ) n

n

n brp
srrb

b a
a

-
++

=
+1

1
より， 

数列
þ
ý
ü

î
í
ì

nb
1

の漸化式
aa

a
rp
r

brp
sr

b nn -
+×

-
+

=
+

11

1
が得られる。 

手順 3 

aa
a

rp
r

brp
sr

b nn -
+×

-
+

=
+

11

1
を解くことで，数列

þ
ý
ü

î
í
ì

nb
1

の一般項を得， 

その逆数をとることにより，数列{ }nb の一般項を得る。 

手順 4 
 数列{ }na は， a+= nn ba を計算することで得られる。 
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例 1：xの方程式が重解の場合 

3
165

1 -
-

=+
n

n
n a

a
a ， 11 =a ， ( ),3,2,1=n で与えられる数列{ }na の一般項 na を 

先ほどの手順に従って求めてみる。 

xba nn += とすると，
( )

3
165

1 -+
-+

=++ xb
xb

xb
n

n
n より， 

( )
x

xb
xb

b
n

n
n -

-+
-+

=+ 3
165

1  
( ) ( )

3
45 2

1 -+
---

=\ + xb
xbx

b
n

n
n  

ここで， 4=x とすると，
11 +

=+
n

n
n b

b
b  111

1
+=\

+ nn bb
 111

1
=-\

+ nn bb
 

これは，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

nb
1

が公差 1，初項 145411 =-=-= ab ( )411 += ba  

よって， n
bn

=
1

 
n

bn
1

=\ ( ),3,2,1=n  

4+= nn ba より， 41
+=

n
an ( ),3,2,1=n  

xba nn += とおいたとき，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形にできるような xが， 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の 1+na と na を xとおいて得られる方程式

srx
qpx

x
+
+

= の解である理由 

( )
( )

1

1

1

1

1

+
+

-
+
+

+
+

-
+=

+
+

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

+
-

+
+

+
+

=

-
+

+

+
+

+
+=

-
++
++

=

-
++
++

=+

srx
rb

x
srx
qpx

srx
rxb

srx
pb

srx
rb

srx
rb

x
srx
qpx

srx
pb

x

srx
rb

srx
qpx

srx
pb

x
srxrb
qpxpb

x
sxbr
qxbp

b

n

nn

n

nn

n

n

n

n

n

n
n

　　　

　　　

　　　

　　　

 

 となるから， 0=-
+
+ x
srx
qpx

となる xを求めればよいわけだが， 
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この方程式は，
sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の 1+na と na を xとおくことで得られる方程式 

srx
qpxx

+
+

= と同じである。 

よって，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 の形が得られるような xを求めるには， 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の 1+na と na を xとおいて得られる xの方程式

srx
qpxx

+
+

= を解けばよい。 

  補足 

a=x のとき，
CBb

Ab
b

n

n
n +

=+1 になるとすると， 

a-= nn ab より，
( )

( ) CaB
aA

a
n

n
n +-

-
=-+ a

a
a1 だから， 

これから直接数列{ }na の一般項を求めてもよい。 

   

例 2：xの方程式が異なる 2 実数解の場合 

31 =a ，
5
8

1 +-
+-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n の一般項 na  

解 

 xba nn += とおき，特性方程式
5
8

+-
+-

=
x
xx の解を求めると， 0862 =+- xx  4,2=\x  

 解法 1 
  2+= nn ba とおくと， 

( )
( )

( )

3
2

3
32

3
6

52
82

21

+-
+=

+-
++-

=

+-
+-

=

++-
++-

=++

n

n

n

nn

n

n

n

n
n

b
b
b

bb
b
b
b
b

b

　　　　

　　　　

　　　　

 

31 +-
=\ +

n

n
n b

b
b  

nn bb
311

1
+-=\

+

 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=-\

+ 2
113

2
11

1 nn bb
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2
13

2
1

2
13

2
113

2
11 1

1

1

1

1 ×=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-=-\ --- nnn

n abb
 

2
131 1 +

=\
-n

nb
 

( )
13
232

13
23222

13
22

1

1

1

1

1 +
+

=
+

+×+
=+

+
=+=\

-

-

-

-

- n

n

n

n

nnn ba  

 解法 2（処理は楽だが，特性方程式の解が重解の場合は使えない） 

 等比数列の形にしてから解く。 

2+= nn ba とおくと，
31 +-

=+
n

n
n b

b
b  

5
2

21 +-
-

=-\ +
n

n
n a

a
a  ・・・① 

4+= nn ca とおくと，
1

3
1 +-
=+

n

n
n c

c
c  

5
123

41 +-
-

=-\ +
n

n
n a

a
a  ・・・② 

②

①
より， ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
-
-

=
-
-

+

+

4
2

3
1

123
2

4
2

1

1

n

n

n

n

n

n

a
a

a
a

a
a

 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

4
2

n

n

a
a

は，初項 1
4
2

1

1 -=
-
-

a
a

，公比
3
1
の等比数列である。 

1

3
1

4
2 -

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

-
-

\
n

n

n

a
a

 

4323 11 +-=×-\ --
n

n
n

n aa  

( )
13
232

1

1

+
+

=\
-

-

n

n

na  
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方法 2 

分数形漸化式の基本形に変形できる形
( )

sra
aA

a
n

n
n +

-
=-+

a
a1 にしてから解く。 

手順 

x
sra
qpa

xa
n

n
n -

+
+

=-+1  

↓ 

( )
sra

sxqarxp
xa

n

n
n +

-+-
=-+1  

↓ 

( )

sra
rxp
sxqarxp

xa
n

n

n +

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

+-

=-+1  

ここで，左辺 xan -+1 と右辺の
rxp
sxqan -

-
+ に注目して，

rxp
sxqx

-
-

=- となる xを求める。 

重要補足 

rxp
sxqx

-
-

=- より， ( ) 02 =--- qxsprx  

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= より， ( ) 02 =--- qxsprx  

よって，
rxp
sxqx

-
-

=- と
srx
qpxx

+
+

= は同じ方程式である。 

したがって，
sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= から 

解を求めればよい。 

 

 ↓ 

 特性方程式
srx
qpxx

+
+

= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=-
rxp
sxqxまたは， の解をa とすると， 

a
a
a

-=
-
-
rp
sq

より，
( )( )

sra
arp

a
n

n
n +

--
=-+

aa
a1 が得られる。 

 以後の処理も含めた分数漸化式の一般解の求め方は，以下の例を参照のこと 
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例 1：特性方程式の解が重解の場合 

51 =a ，
3
165

1 -
-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

 解 

  
3
165

-
-

=
x
xx を解くと， 01682 =+- xx  4=\ x  

 

( ) 14
4

3
4

4
3
165

41

+-
-

=

-
-

=

-
-
-

=-+

n

n

n

n

n

n
n

a
a

a
a
a
a

a

　　　　

　　　　
 

1
4

1
4

1

1
+

-
=

-
\

+ nn aa
 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

- 4
1

na
は，初項 1

4
1

1
=

-a
，公差 1 の等差数列である。 

 n
an

=
-

\
4

1  

  41
+=\

n
an  

例 2：特性方程式の解が異なる 2 実数解の場合 

31 =a ，
5
8

1 +-
+-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

 解 

 
5
8

+-
+-

=
x
xx を解くと， 0862 =+- xx  4,2=\x  

解法 1 

  2=x のとき， 

  

( ) 32
2

5
2

2
5
8

21

+--
-

=

+-
-

=

-
+-
+-

=-+

n

n

n

n

n

n
n

a
a
a
a
a
a

a

　　　　

　　　　  

 1
2

13
2

1

1
-

-
×=

-
\

+ nn aa
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÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
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-
\

+ 2
1

2
13

2
1

2
1

1 nn aa
 

2
13

2
1

2
1 1 ×=-
-

\ -n

na
 

13
22
1 +

=-\
-nna  

( )
13
232

1

1

+
+

=\
-

-

n

n

na  

解法 2（特性方程式の解が重解の場合は無理） 

  2=x のとき，
5

2
21 +-

-
=-+

n

n
n a

a
a  ・・・③ 

4=x のとき，
( )

5
43

41 +-
-

=-+
n

n
n a

a
a  ・・・④ 

④

③
より， ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
-
-

=
-
-

+

+

4
2

3
1

43
2

4
2

1

1

n

n

n

n

n

n

a
a

a
a

a
a

 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

4
2

n

n

a
a

は，初項 1
4
2

1

1 -=
-
-

a
a

，公比
3
1
の等比数列である。 

1

3
1

4
2 -

÷
ø
ö

ç
è
æ-=

-
-

\
n

n

n

a
a
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n
n
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+
+
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-

-
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n

na  
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方法 3（特性方程式の解が重解の場合は使えない） 

 等比数列の漸化式：
b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1  に変形してから解く 

 この方法は，誘導形式の形で入試に出題されたことがある 

求め方のしくみ 

 ( )
sra
qpa

afaa
n

n
nn

f
n +

+
==¾®¾ +1 から， 

b
a

b
a

b
a

b
a

-
-

×=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
-
-

¾®¾
-
-

+

+

n

n

n

n

n

nh

n

n

a
a

t
a
a

h
a
a

a
a

1

1 となるようなa ， b を求める。 

 

↓ 

 

b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1 から， 1

1

1 -×
-
-

=
-
- n

n

n t
a
a

a
a

b
a

b
a

が得られるので， 

これから数列{ }na の一般項を求めることができる。 

手順 

( )
b
a

-
-

==
n

n
nn a

a
agb とおくと，関数 hgf ,, の関係は以下のようになる。 

( )
sra
qpa

afaa
n

n
nn

f
n +

+
==¾®¾ +1　　　　　　　　　　　　　　　　　　  

g¯                     g¯  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )î

í
ì

==

==
¾®¾

-
-

==
++

+

nnn

nnnh

n

n
nn afgagb

aghbhb
a
a

agb
11

1
　　　　　　　　　　　　

b
a  

 したがって， 
a と b を求めるには， 

合成関数の連立方程式
( ) ( )( )
( ) ( )( )î

í
ì

==

==

++

+

nnn

nnn

afgagb
aghbhb

11

1 を解けばよい。 

( )
( )( )
( )

b
a

-
-

×=

×=
=
=+

n

n

n

n

nn

a
a

t

agt
agh

bhb

　　　

　　　

　　　

1

 

b
a

-
-

×=\ +
n

n
n a

a
tb 1  ・・・⑤ 
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( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
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b
b
a
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b
a
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aa

b
a

b

a

b
a

rp
sqa

rp
sqa

rp
rp

sqarp
sqarp
sraqpa
sraqpa

sra
qpa
sra
qpa

af
af
afg

agb

n

n

n

n

nn

nn

n

n

n

n

n

n

n

nn

-
-

+

-
-

+
×

-
-

=

-+-
-+-

=

+-+
+-+

=

-
+
+

-
+
+

=

-
-

=

=
= ++

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

11

 

b
b
a
a

b
a

rp
sqa

rp
sqa

rp
rpb

n

n

n

-
-

+

-
-

+
×

-
-

=\ +1  ・・・⑥ 

 ⑤，⑥より， 

 
b
a
rp
rpt

-
-

= ，
a
a

a
rp
sq

-
-

=- ，
b
b

b
rp
sq

-
-

=-  

 よって，a と b は方程式
prx
qsxx

-
-

= を解くことにより求められ， 

 これを
b
a
rp
rpt

-
-

= に代入することにより，公比 tが求められる。 

重要補足 

rxp
sxqx

-
-

=- より， ( ) 02 =--- qxsprx  

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= より， ( ) 02 =--- qxsprx  

よって，
rxp
sxqx

-
-

=- と
srx
qpxx

+
+

= は同じ方程式である。 

したがって，
sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の nn aa ,1+ を xに置き換えた方程式

srx
qpxx

+
+

= から 

解を求めればよい。 
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まとめ 

sra
qpa

a
n

n
n +

+
=+1 の特性方程式

srx
qpxx

+
+

= が異なる 2 実数解 ba , をもつとき， 

b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
b
a
rp
rpt と表せる。 

 

例：特性方程式の解が異なる 2 実数解の場合 

31 =a ，
5
8

1 +-
+-

=+
n

n
n a

a
a ( ),2,1=n  

解 

5
8

+-
+-

=
x
xx の解を ba , ( )ba < とすると， 0862 =+- xx  4,2=\x  

2=\a ， 4=b  

ここで，
b
a

b
a

-
-

×=
-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

t
a
a

1

1 とおくと，
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1
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=

×---
×---

=t より，
4
2

3
1

4
2

1

1

-
-
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-
-

+

+

n

n

n

n

a
a

a
a

 

よって，数列
þ
ý
ü

î
í
ì

-
-

4
2

n

n

a
a

は，初項 1
4
2

1

1 -=
-
-

a
a

，公比
3
1
の等比数列である。 
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÷
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-
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