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ヘルダーの不等式とミンコウスキーの不等式 
問題 

(1) 1>p ， 111
=+

qp
， 0³a ， 0³b ならば

q
b

p
aab

qp
+£ となることを証明せよ。 

(2) 1>p ， 111
=+

qp
とする。 ( ) ( )xgxf , が区間 [ ]ba , で連続ならば 

  ( ) ( ) ( ) ( ) qqpp dxxgdxxfdxxgxf
11

÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ£ òòò

b

a

b

a

b

a
が成り立つことを証明せよ。 

  尚， ( )xf が [ ]ba, で連続で ( ) 0³xf のとき， ( ) 0ò =
a

b
dxxf ならば ( )xf は常に 0 であることを 

用いてよい。（最後ページで証明） 

(3) (2)の不等式を利用して， 
  1³p のとき， 

( ) ( ) ( ) ( )
pppp

pp dxxgdxxfdxxgxf

111

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
£÷

ø
ö

ç
è
æ + òòò

b

a

b

a

b

a
が成り立つことを証明せよ。 
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補足 

(1)の不等式は「ヘルダーの不等式」とよばれ，(2)の不等式はその積分形である。 
特に， 2== qp の場合，コーシー・シュワルツの不等式（積分形）という。 

つまり， ( ) ( ) ( ) ( ) 2
1

22
1

2
÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ£ òòò

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf より， 

( ) ( ) ( ) ( )òòò ×£
þ
ý
ü

î
í
ì b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 22

2

（コーシー・シュワルツの不等式（積分形）） 

 また，(3)の不等式は「ミンコウスキーの不等式」とよばれる。 

 尚，コーシー・シュワルツの不等式（積分形）だけなら，次のように簡単に証明できる。 
（ⅰ） ( )xf または ( )xg が積分区間で常に 0 のとき等号が成り立つ。 

（ⅱ） ( )xf と ( )xg のいずれも積分区間で常に 0 ではないとき 

   ( ){ } Adxxf
b

a
=ò 2

， ( ){ } Bdxxg
b

a
=ò 2

， ( ) ( ) Cdxxgxf
b

a
=ò とおくと， 

   任意の実数 tに対して， 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }

02

2

2

2222

³++=

++=+ òòòò
BCtAt

dxxgdxxgxftdxxftdxxgxtf
b

a

b

a

b

a

b

a

　　　　　　　　　

 

   かつ 0>A より， 

   判別式をDとすると， 0
4

2 £-= ABCD
 2CAB ³\  

    よって， ( ){ } ( ){ } ( ) ( )
2

22

þ
ý
ü

î
í
ì³× òòò

b

a

b

a

b

a
dxxgxfdxxgdxxf  

（ⅰ），（ⅱ）より， ( ){ } ( ){ } ( ) ( )
2

22

þ
ý
ü

î
í
ì³× òòò

b

a

b

a

b

a
dxxgxfdxxgdxxf が成り立つ。 
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【解答／解説】 

 (1) 

適当な関数をつくり，増減を調べて解けばよい。 

解法 1 というか，適当な関数例その 1 

0=a または 0=b のとき 

0=+=
q
b

p
aab

qp
 

0>a かつ 0>b のとき 

a
b

qb
a

pab
q
b

p
a

qp

qp

11 11 --

×+×=
+

 

  ここで，
b
ax
p 1-

= とおくと， 

  

( )( )

( )

1

1

1

1

1

11

11

1

1
-

-

-

++-

-

--

--

-

=

=

=

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

=

q

q

q

qppq

q

qp

qp

q

x

ax
a
ax

a
ax

b
a
x

a

a
b

　　　

　　　

　　　

　　　

 

   よって，
1

1
-

+=
+

q

qp

qxp
x

ab
q
b

p
a

 

 さらに， ( )
1

1
-

+= qqxp
xxf とおくと， 

( )

÷
ø
ö

ç
è
æ -=

×-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--=

-
+=¢

q

q

q

q

xp

xpp

xqp

xq
q

p
xf

111

111

1111

111

　　　

　　　

　　　

　　　

 

111
=+

qp
より， 1=+

pq
qp

 qppq +=\  
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これと 0
1
>=

-

b
ax
p

より， ( )xf の増減は次のようになる。 

( )
( ) +¯

+-¢

qp
xf

xf
x

11
0
10

 

  これと 111
=+

qp
より， ( ) 1³

+
=

ab
q
b

p
a

xf

qp

 

 以上より，
q
b

p
aab

qp
+£  （証明終） 
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解法 2 というか，適当な関数例その 2 

0=a または 0=b のとき 

0=+=
q
b

p
aab

qp
 

0>a かつ 0>b のとき 

a
b

qb
a

pab
q
b

p
a

qp

qp

11 11 --

×+×=
+

 ・・・① 

 111
=+

qp
より， pqqp =+  ( ) ( ) qqpppq =-=-\ 1,1  

  
q
pp =-\ 1 ，

p
qq =-1  ・・・② 

 ①，②より， 

q

p

q

p

p

q

q

q

p

p

p

q

p
q

q
p
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a
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÷
÷
÷
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÷
÷
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÷
÷
÷
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÷
÷
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=

×+×=
+

1

11

1

1

1

1

1

111

11

11

　　　　　

　　　　　  

  ここで，関数 ( )xf を ( )
q

p

qxp
xxf 1

+= ( )0>x と定義すると， 

 

( )

÷
ø
ö

ç
è
æ -=

-=¢

+
-

+
-

qp
p

q
p

x
x

x
xxf

11

1

1

1
1

　　　

 

  より，増減表は次のようになる。 

( )
( ) +¯

+-¢

qp
xf

xf
x

11
0
10
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  これと 111
=+

qp
より， ( ) 1³xf ( )0>x  

  よって， 01

1

>
p

q

b

a
より， 1

1

1

³

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
÷
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q
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b
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q
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p
a

 

 ゆえに，
q
b

p
aab

qp
+£  

 補足 

111
=+

qp
を活かすことにより，いろいろな関数をつくることができる。 
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(2) 

( )ò =
b

a
0dxxf p
または ( )ò =

b

a
0dxxg q
のとき 

 条件より， ( ) pxf は常に 0 または ( ) qxg は常に 0 だから， 

 ( )xf は常に 0 または ( )xg は常に 0 である。 

 よって， ( ) ( ) ( ) ( ) 0
11

=÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ= òòò

qqpp dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
 

( )ò >
b

a
0dxxf p
かつ ( )ò >

b

a
0dxxg q
のとき 

(1)の 1>p ， 111
=+

qp
， 0³a ， 0³b ならば

q
b

p
aab

qp
+£ において， 

( )

( )
01 >

÷
ø
ö

ç
è
æò

pp dxxf

xf

b

a

，
( )

( )
01 >

÷
ø
ö

ç
è
æò

qq dxxg

xg

b

a

より， 

  
( )

( ) pp dxxf

xf
a 1

÷
ø
ö

ç
è
æ

=

ò
b

a

，
( )

( ) qq dxxg

xg
b 1

÷
ø
ö

ç
è
æ

=

ò
b

a

とすると， 

( )

( )

( )
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( )
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( )

( )
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÷
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æ

×£

÷
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ç
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æ

×

÷
ø
ö

ç
è
æ

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgq

xg

dxxfp

xf

dxxg

xg
q

dxxf

xf
p

dxxg

xg

dxxf

xf

q

q

p

p

q

qq

p

ppqqpp

　　　　　　　　　　　　　　　

1111
11

 

  よって，
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )òòòò
×

+
×

£

÷
ø
ö

ç
è
æ

×

÷
ø
ö

ç
è
æ

b

a

b

a
b

a

b

a

dxxgq

xg

dxxfp

xf

dxxg

xg

dxxf

xf
q

q

p

p

qqpp
11 が示された。 

  次に，この不等式の両辺を [ ]ba , で積分すると， 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )ò
òò

ò
òò ï

ï
þ

ïï
ý

ü

ï
ï
î

ïï
í

ì

×
+

×
£

÷
ø
ö

ç
è
æ
×

÷
ø
ö

ç
è
æ

b

a b

a

b

a

b

a
b

a

b

a

dx
dxxgq

xg

dxxfp

xf
dx

dxxg

xg

dxxf

xf
q

q

p

p

qqpp
11  

  が成り立つ。 
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  左辺について， 

   分母の ( ) pp dxxf
1

÷
ø
ö

ç
è
æò

b

a
と ( ) qq dxxg

1

÷
ø
ö

ç
è
æò

b

a
は定積分値，つまり定数であるから， 

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
ò

òò

ò

òò ÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
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ç
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=

÷
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è
æ

×

÷
ø
ö

ç
è
æ

b

a
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

qqppqqpp dxxgdxxf

dxxgxf
dx

dxxg

xg

dxxf

xf
1111  

  右辺について， 

分母の ( )ò
b

a
dxxf p

と ( )ò
b

a
dxxg q

は定積分値，つまり定数であるから， 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

11
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+=

×
+

×
=

ï
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þ

ïï
ý
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í

ì

×
+

× ò
ò

ò
ò

ò
òò

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
qp

dxxgq

dxxg

dxxfp

dxxf
dx

dxxgq

xg

dxxfp

xf
q

q

p

p

q

q

p

p

b

a

b

a
b

a

b

ab

a b

a

b

a

 

  
よって，

( ) ( )

( ) ( )
1

11
£

÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ òò

ò
qqpp dxxgdxxf

dxxgxf

b

a

b

a

b

a

 

 ゆえに， ( ) ( ) ( ) ( ) qqpp dxxgdxxfdxxgxf
11

÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ£ òòò

b

a

b

a

b

a
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(3) 
 1=p のとき 

  ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxf +£+ より， ( ) ( ) ( ) ( )òòò +£+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf  

 1>p のとき 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 11

11

1

1

--

--

-

-

+×++×=

+++=

++£

++=+

pp

pp

p

pp

xgxfxgxgxfxf

xgxfxgxgxfxf

xgxfxgxf

xgxfxgxfxgxf

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) dxxgxfxgdxxgxfxfdxxgxf ppp òòò -- +×++×£+\
b

a

b

a

b

a

11  

ここで，右辺の 2 つの項それぞれについて(2)の不等式を適用する。 

111
=+

qp
を満たす qを導入すると，  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) pppp

pqpqpp

qqpppp

dxxgxfdxxf

dxxgxfdxxf

dxxgxfdxxfdxxgxfxf

111

111

1

1

1

1

-

-
-

--

÷
ø
ö

ç
è
æ +÷

ø
ö

ç
è
æ=

÷
ø
ö

ç
è
æ +÷

ø
ö

ç
è
æ=

÷
ø
ö

ç
è
æ +÷

ø
ö

ç
è
æ£+×

òò

òò

òòò

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　  

同様に， ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ppppp dxxgxfdxxgdxxgxfxg
111

1
-

-
÷
ø
ö

ç
è
æ +÷

ø
ö

ç
è
æ£+× òòò

b

a

b

a

b

a
 

よって， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

÷
ø
ö

ç
è
æ +÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ +÷

ø
ö

ç
è
æ£

+

òòò

òòòò

ò

-

--

pppppp

pppppppp

p

dxxgdxxfdxxgxf

dxxgxfdxxgdxxgxfdxxf

dxxgxf

1111

111111

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) pppp

pp

p

dxxgdxxfdx

dxxgxf

xgxf 11

11
÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ£

÷
ø
ö

ç
è
æ +

+
\ òò
ò

ò
-

b

a

b

a
b

a

b

a  

( ) ( ) ( ) ( )
pppp

pp dxxgdxxfdxxgxf

111

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
£÷

ø
ö

ç
è
æ +\ òòò

b

a

b

a

b

a
 

 以上より， 

( ) ( ) ( ) ( )
pppp

pp dxxgdxxfdxxgxf

111

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷÷
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çç
è

æ
£÷

ø
ö

ç
è
æ + òòò

b
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b

a

b

a
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( )xf が [ ]ba, で連続で ( ) 0³xf のとき， ( ) 0ò =
a

b
dxxf ならば ( )xf は常に 0 であることの証明 

( ) 00 >xf となる点 ( )( )00 , xfx が存在すると仮定すると， 

( )xf は [ ]ba, で連続だから， 

以下を満たすある適当な正数d が存在する。 

bxa ££ において， d£- 0xx ならば ( ) ( ) ( )
2

0
0

xf
xfxf <-  

つまり， bxxxa £+££-£ dd 00 において，
( ) ( ) ( )0

0

2
3

2
xfxf

xf
££ が成り立つ。 

よって， 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) 0

2
0

00
0

0

0

00

00

>×=

--+³

³

++=

ò

òòòò
+

-

-+

-+

xf

xx
xf

dxxf

dxxfxdxfdxxfdxxf

x

x

x

a

x

x

b

x

b

a

d

dd

d

d

dd

dd

　　　　　

　　　　　

　　　　　
 

これは， ( )xf が [ ]ba, で連続で ( ) 0³xf のとき， ( ) 0ò =
a

b
dxxf とした条件に反する。 

ゆえに， ( )xf が [ ]ba, で連続で ( ) 0³xf のとき， ( ) 0ò =
a

b
dxxf ならば ( )xf は常に 0 である。 

 

 


