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( )　nqpaa nn +=+1 （pは 0 でない定数）の一般項を求める方法 

はじめに 
( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 を満たす漸化式はいくらでもつくれる。 

つまり， 
( ) a=+=+ 11 , anqpaa nn 　　  

もあれば、 
( ) b=+=+ 11 , bnqpbb nn 　  

もあれば， 
( ) g=+=+ 11 , cnqpcc nn 　  

もあれば， 

  

といくらでもつくれる。 
これらの漸化式 1 つ 1 つを ( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 の特性方程式という。 

( ) a=+=+ 11 , anqpaa nn 　　 を満たす数列{ }na の一般項を特性方程式を利用して求める方法 

 ( )　nqpaa nn +=+1  ・・・① 

( ) ( ) ( )nqnpfnf +=+1 を満たす特性方程式を ( )nqpbb nn +=+1  ・・・②とすると， 

②① - より， 
( )nnnn bapba -=- ++ 11  ・・・③ 

p
ba
ba

nn

nn =
-
-

\ ++ 11  

これは，数列{ }nn ba - が公比 p，初項 11 ba - の等比数列であることを示している。 

よって， ( )11
1 bapba n

nn -=- -  

ゆえに， ( ) n
n

n bbapa +-= -
11

1  

要するに， 

与式の漸化式とその特性方程式の差をとることにより， 
等比数列の漸化式 ( )nnnn bapba -=- ++ 11 を得， 

それから数列{ }na の一般項を求めるというのが， 

特性方程式を利用して数列{ }na の一般項を求める方法の原理である。 

特性方程式の作り方の原理 
 ③より， nnnn pbbpaa -+= ++ 11  

 これと ( )　nqpaa nn +=+1 より， 

( ) nn pbbnq -= +1  

 これより， nb を ( )nq と同種の式にすれば楽に特性方程式ができることがわかる。 
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いろいろな特性方程式 
( ) cnq = （ cは定数）の場合 

a=nb （a は定数）とおく。 

すると，漸化式は cp += aa となり，この方程式を解くことにより，a の値が求まる。 

また，これと cpaa nn +=+1 の差をとることにより， 

等比数列の漸化式 ( )aa -=-+ nn apa 1 が得られる。 

 ( ) dcnnq += （ nの 1 次式）の場合 

  ba += nbn とおくと，漸化式は ( ) ( ) dcnnpn +++=++ baba 1 となり， 

これが nの恒等式であることから，a と b を求めることができる。 

また，これと dcnpaa nn ++=+1 の差をとることにより， 

等比数列の漸化式 ( ){ } ( ){ }baba +-=++-+ napna nn 11 が得られる。 

補足：階差数列を利用して解くことも可能 
( ) dncpaa nn +++= ++ 112 と dcnpaa nn ++=+1 の差をとると， 

( ) caapaa nnnn +-=- +++ 112  

ここで， nnn aab -= +1 とおくと，数列{ }nb は数列{ }na の階差数列であり， 

漸化式 cpbb nn +=+1 から数列{ }nb を求めることにより， å
-

=

+=
1

1
1

n

k
kn baa ( )2³n  

 ( ) edncnnq ++= 2 （ nの 2 次式）の場合 

  gba ++= nnbn
2 とおくと， 

漸化式は ( ) ( ) ( ) edncnnnpnn +++++=++++ 222 11 gbagba となり， 
  これが nの恒等式であることから， gba ,, を求めることができる。 

  また，これと edncnpaa nn +++=+
2

1 の差をとることにより， 

  等比数列の漸化式 ( ) ( ){ } ( ){ }gbagba ++-=++++-+ nnapnna nn
22

1 11 が得られる。 

 ( ) nctnq = ( )0, ¹¹ cpc の場合 

  n
n tb a= とおくと，漸化式は nnn cttpt +=+ aa 1  ( ){ } 0=--\ cptt n a  

  これが任意の nについて成り立つから， ( ) 0=-- cpta  
pt

c
-

=\a  

  また， n
nn ctpaa +=+1 と nnn cttpt +=+ aa 1 の差をとることにより， 

  等比数列の漸化式 ( )nn
n

n tapta aa -=- +
+

1
1 が得られる。 

  補足：特性方程式を使わないで解く場合 

n
nn ctpaa +=+1 の両辺を 1

1
+nt

倍すると，
t
c

t
a

p
t
a

n
n

n
n +=
+
+
1
1  

n
n

n t
a

b = とおくと，
t
cpbb nn +=+1  

これを解くことにより，数列{ }na が求まる。 

   また， ( ) ncpnq = ( )0¹c の場合， 
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数列{ }na の漸化式は n
nn cppaa +=+1 であり， 

この場合は，両辺を
1

1
+np

倍することにより，
p
c

p
a

p
a

n
n

n
n +=
+
+

1
1 を得， 

n
n

n p
a

b = とおいてから nb を求め， n
n

n bpa = とする。 

例題 

( ) { }の一般項を求めよ。で定まる数列　　　　　 n
n

nn anaaa ,3,2,123,5 11 =-== +  
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解法 1．特殊解を使って解く方法 

漸化式 ( ) ( ) nnfnf 231 -=+ の特殊解を n
n kb 2×= とおくと， 

nnn kk 2232 1 -×=× +  
( ) 012 =-\ kn  

これは任意の nについて成り立つから， 1=k  

よって， 
nnn 2232 1 -×=+  

これと n
nn aa 231 -=+ の両辺の差をとると， 

( )
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解法 2．特殊解を使わないで解く方法 

漸化式の両辺を 13 +n で割ると， 
n

n
n

n
n aa

÷
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ç
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3
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3
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33 1
1  

ここで，式を見やすくする目的で， 

n
n

n
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3
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n
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