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2 次曲線 

2 次曲線とは 
2 変数の 2 次方程式 022 =+++++ edycxbyhxyax  

（ yx, は変数，他の文字は定数で，そのうち hba ,, の少なくとも 1 つは 0 でない） 

によって表される平面図形の総称。 

たとえば， 

0¹= ba ， 0=h ならば円の方程式 022 =++++
a
ey

a
dx

a
cyx  

0¹a ， 0¹d 0== hb ならば放物線の方程式
d
ex

d
cx

d
ay ---= 2  

となる。 
また， ( )( ) 0=++++ utysxrqypx と因数分解できるならば 2 直線を表す式となる。 

 

2 次曲線（放物線・楕円・双曲線）の分類と定義 
2 次曲線の分類と定義を 022 =+++++ edycxbyhxyax から行うより， 

図形的特徴から行う方が視覚的に理解しやすいのは明らかであり， 

定義については， 

「焦点」や「準線」を用いて，放物線・楕円・双曲線それぞれを別々に定義する方法と 

「離心率」を用いて，放物線・楕円・双曲線を統一的に定義する方法がある。 

2 次曲線の方程式についても 
xy直交座標を用いて，放物線，楕円，双曲線それぞれを別々の方程式で表す方法と 

極座標を用いて，放物線，楕円，双曲線を同じ極方程式で統一して表す方法がある。 

では，以上順を追って解説していきます。 

 A．放物線 

 B．だ円 

C．双曲線 

D．3 曲線の方程式の離心率による統一 

E．2 次曲線の極方程式 
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A．放物線 

A-1．放物線の図形的定義 
定点 F，定直線 lから等距離ある点が描く軌跡 

定点 F を「放物線の焦点」という。 

A-2．放物線の標準形 
焦点 ( )0,F 　p ，準線 l： px -= とすると， ( )yx,P の軌跡，すなわち放物線は pxy 42 =  

同様に，焦点 ( )p,0F ，準線 ： py -= とすると， ( )yx,P の軌跡，すなわち放物線は pyx 42 =  

 
解説 

  焦点 ( )0,p からの距離と準線 qx = （ qp ¹ ）からの距離が等しい動点を ( )yx,P とすると， 

  動点 P の軌跡は， ( ) qxypx -=+- 22 より， ( ) ( )222 qxypx -=+- ， 

すなわち ( ) ( )( )pqpqxqpy +-+-= 22  

  とくに， 0=+ pq ，すなわち pq -= のとき， pxy 42 =  

  これより，焦点を ( )0,p ，準線を px -= とする放物線の方程式は pxy 42 =  

 

 

 

l
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O
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P
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px -=  

pxy 42 =  
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A-3．放物線の接線の方程式の求め方 
接線の方程式の求め方には， 

nmxy += とおいて始める方法と接点の座標を ( )11 , yx とおいて始める方法がある。 

1．y = mx+nとおいて求めた接線の方程式 

pxy 42 = の接線：
m
pmxy +=  pyx 42 = の接線： 2pmmxy -=  

求め方 

放物線 pxy 42 = の接線の方程式を nmxy += とすると， 

接点の x座標は ( ) pxnmx 42 =+ ，すなわち ( ) 022 222 =+-+ nxpmnxm の重解である。 

よって，判別式をDとすると， ( ) 02
4

222 =--= nmpmnD
より， ( ) 04 =- mnpp  

これと 0¹p より，
m
pn =  

ゆえに，接線の方程式は
m
pmxy +=  

同様に，放物線 pyx 42 = の接線を nmxy += とすると， 

共有点の x座標は ( )nmxpx += 42 ，すなわち 0442 =-- pnpmxx の重解である。 

よって，判別式をDとすると， 044
4

22 =+= pnmpD
より， ( ) 04 2 =+ npmp  

これと 0¹p より， 2pmn -=  

ゆえに，接線の方程式は 2pmmxy -=  
2．接点を ( )11 , yx とおいて求めた接線の方程式 

pxy 42 = の接線： ( )11 2 xxpyy +=  pyx 42 = の接線： ( )11 2 yypxx +=  
求め方 

方法 1：重解と解と係数の関係を用いる 

pxy 42 = 上の原点でない点 ( )11 , yx の接線の傾きをmとすると， 
接線の方程式は ( ) 11 yxxmy +-= だから，接点の x座標 1x を求める方程式は， 

( ){ } pxyxxm 42
11 =+- ，すなわち ( ) ( ) 022 2

1111
222 =-++-- ymxxpmyxmxm  

1xx = はこの方程式の重解だから，解と係数の関係より，
( )

2
11

2

11
22

m
pmyxm

xx
+-

=+  

すなわち 2
11

2

1
2

m
pmyxm

x
+-

=  
1

2
y
pm =\  

これを ( ) 11 yxxmy +-= に代入し，整理すると ( ) 2
111 2 yxxpyy +-=  

これと 1
2

1 4pxy = より， ( )11 2 xxpyy +=  
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方法 2：極限を使う 

pxy 42 = 上の 2 点 P ( )11 , yx ，Q ( )22 , yx を通る直線の傾きをmとすると， 

12
2

1
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2
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12

12 4

44
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p
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p
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yy

m
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=
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=

-
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2
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2

1 4,4 pxypxy ==  
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÷
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+
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または，　

  ( ) ( )1122 ,P,Q yxyx ® のときのmの極限は P ( )11 , yx における接線の傾きだから， 

P ( )11 , yx における接線の傾き
112PQ

24limlim
12 y

p
yy
pm

yy
=

+
==

®®
 

よって，P ( )11 , yx における接線の式は， ( ) 11
1

2 yxx
y
py +-=  

これと 1
2

1 4pxy = より， ( )11 2 xxpyy +=  
方法 3：微分を使う 

pxy 42 = より， p
dx
dyy 42 =  

y
p

dx
dy 2

=\  

ゆえに， pxy 42 = 上の点 ( )11 , yx における接線の式は ( ) 11
1

2 yxx
y
py +-=  

これと 1
2

1 4pxy = より， ( )11 2 xxpyy +=  

コメント 

方法 3 が最も楽ですが，簡単に導けるということが逆に仇となることもあるので， 

方法 1 や方法 2 による証明方法も是非ともマスターしてください。 
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A-4．放物線の焦点 F とは？ 
 放物線の軸と平行に放物線に入射した任意の光線の反射光は定点 F を通る。 

 つまり，定点 F に集光する。 

解説 

焦点 ( )p,0F と準線 py -= で定義される放物線 pyx 42 = ( )0>p を例に示す。 

pyx 42 = ( )0>p を
p
xy
4

2
= ( )0>p に変形し， 

p
xy
4

2
= 上の任意の点 ÷÷

ø

ö
çç
è

æ

p
tt
4

,P
2

における接線と平行で焦点 ( )p,0F を通る直線を lとする。 

p
xy

2
=¢ より，点 P の接線の傾き=

p
t

2
 

よって，直線 lの方程式は px
p
ty +=

2
 

次に，放物線の軸，すなわち y軸と平行に点 P に入射する光線を tx = とし， 

この光線と直線 lとの交点を A とすると， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+ p

p
tt
2

,A
2

より， p
p
t

p
tp

p
t

+=-+=
442

PA
222

 

一方， p
p
t

p
tpt +=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-+=

44
PF

222
2  

よって，△PAF は PFPA = の二等辺三角形である。 

したがって，点 P から直線 lに下ろした垂線の足を H とすると， 

二等辺三角形の性質より，△PAH≡△PFH 

これより， FPHAPH Ð=Ð  

これと，直線 lは点 P の接線と平行だから，PH は点 P の接線とも垂直であることから， 

APHÐ と FPHÐ は放物線上の点 P の入射角と反射角の関係にある。 
よって，放物線の軸に平行な光線が放物線上で反射されて集まる点が ( )p,0F である。 

 補足 入射角と反射角 

 

 

 

 

 

 

 

 
接線 

接線の法線 

入射角 反射角 

入射光線 反射光線 

入射角＝反射光線 

接線の法線は∠AOB の 2 等分線 A 

O 

B 
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B．楕円：円が圧縮され，中心が 2 つに分裂した図形 

B-1．楕円の図形的定義 
2 定点からの距離の和が一定な点が描く軌跡 

また，2 定点を「楕円の焦点」という。 
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B-2．楕円の標準形 
焦点が x軸上にある楕円 

2 つの焦点を ( )0,F 　c ， ( )0,F 　c-¢ ( )0>c とすると， 

F ， F¢からの距離の和が a2 となる点 P， 
すなわち a2FPPF =¢+ ( )0>a を満たす点 P ( )yx, が描く軌跡は， 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bcab  

焦点が y軸上にある楕円 
2 つの焦点を ( )c,0F 　 ， ( )c-¢ ,0F ( )0>c とすると， 

F ， F¢からの距離の和が b2 となる点 P， 
すなわち b2FPPF =¢+ ( )0>b を満たす点 P ( )yx, が描く軌跡は， 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= acba  

 

x

y

O
FF'

a 

b 

c - c 

a 
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以降は，焦点が x軸上にある楕円の場合について解説する。 

標準系の導き方 

方法 1 

( ) 22PF ycx +-= ， ( ) 22FP ycx ++=¢ より， 

( ) ( ) aycxycx 22222 =++++-  ( ) ( ) 2222 2 ycxaycx +--=++\  

両辺を 2 乗すると， ( ) ( )
2

2222 2
þý
ü

îí
ì +--=++ ycxaycx   

( ) ( ) ( ) 2222222 44 ycxaycxaycx +--+-+=++\  

両辺を整理すると， ( ) 222 ycxaacx +--=-  

両辺を 2 乗すると， 22222224222 22 yacacxaxaacxaxc ++-=+-   

( ) ( )22222222 caayaxca -=+-\  

両辺を ( )222 caa - で割ると， 1
22

2

2

2
=

-
+

ca
y

a
x  

ここで， 222 bca =- とおくと， 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x  

FF,P, ¢は異なる 3 点だから， FΔPF ¢が成立する。 

したがって，三角形の成立条件 ( ) ( )ac 2FPPF2FF =¢+<=¢ を満たす。 

よって， 0222 >=- bca  
ここで，便宜上 0>b とおけば，標準形が得られる。 
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方法 2 

a2FPPF =¢+  ・・・① 

( ) 22PF ycx +-=  ・・・② 

( ) 22FP ycx ++=¢  ・・・③ 

( )( )FPPFFPPFFPPF 22 ¢-¢+=¢-  ・・・④ 

①～④より， ( ) ( ){ } ( )FPPF22222 ¢-=++-+- aycxycx  x
a
c2FPPF -=¢-\  ・・・⑤ 

①と⑤より， x
a
ca -=PF  

これと②より， ( ) x
a
caycx -=+- 22  

両辺を 2 乗すると， ( ) 2
2

2
222 2 x

a
ccxaycx +-=+-  2222

2

22
cayx

a
ca

-=+
-

\  

両辺を 22 ca - で割ると， 1
22

2

2

2
=

-
+

ca
y

a
x  

222 bca =- とおくと， 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x  

FF,P, ¢は異なる 3 点だから， FΔPF ¢が成立する。 

したがって，三角形の成立条件， ( ) ( )ac 2FPPF2FF =¢+<=¢ を満たす。 

よって， 0222 >=- bca  
ここで，便宜上 0>b とおけば，標準形が得られる。 
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B-3．楕円と円の関係 
円と楕円の関係 

122 =+ yx の点 ( )yx, を x方向に a倍， y方向にb倍した点を ( )YX , とすると， 

axX = ， byY = より，
a
Xx = ，

b
Yy =  

よって， 122 =+ yx を x方向に a倍， y方向にb倍に拡大した図形の方程式は， 

1
2

2

2

2
=+

b
Y

a
X  

X ，Yを x， yに書き改めると，楕円の方程式 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

が得られる。 

また，面積は円 122 =+ yx の ab倍になるから， 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

の面積 abp=  

補足 

あるいは，円を 222 ayx =+ とし，この円を y方向に
a
b
倍すると， 

xX = ， y
a
bY = より， 22

2

2
2 aY

b
aX =+  1

2

2

2

2
=+\

b
Y

a
X  

円の接線と楕円の接線の関係 

円と楕円の関係から楕円の接線の方程式を微分を使わなくとも楽に導ける。 

多少説明が粗くなるが， 

122 =+ yx 上の点 ( )00 , yx における接線の方程式は 100 =+ yyxx  

楕円と円の関係より， ( )00 , yx に対応する楕円 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

上の点は ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
b
y

a
x 00 ,  

これと
a
Xx = ，

b
Yy = より， 100 =×+×

b
Y

b
y

a
X

a
x

 

X ，Yを x， yに書き改めると， 12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx

となる。 

円のパラメータ表示と楕円のパラメータ表示の関係 

楕円と円の関係より， 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

は 122 =+ yx 上の点 ( )yx, を x方向に a倍，y方向にb倍した点の軌跡である。 

また， 122 =+ yx のパラメータ表示は
î
í
ì

=
=

q
q

sin
cos

y
x

である。 

よって， 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

のパラメータ表示は
î
í
ì

=
=

q
q

sin
cos
by
ax

となる。 
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B-4．楕円の接線の方程式の求め方 
nmxy += とおいて始める方法と接点の座標を ( )11 , yx とおいて始める方法がある。 

1．y = mx+nとおいて求めた接線の方程式 

楕円 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

の接線： 222 bmamxy +±=  

求め方 

楕円 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

の接線の式を nmxy += とすると， 

接点の x座標は
( ) 1

2

2

2

2
=

+
+

b
nmx

a
x

の重解である。 

この両辺を 22ba 倍し， xについて整理すると ( ) 02 222222222 =-+++ banamnxaxbma  

よって，判別式をDとすると， 0=D より， 

( )( )
( )( ){ }

( )
0

4

222222

222222222

2222222224

=
+-=

-+-=

-+-=

　　

　　

　　

bnmaba

bnbmanmaa

banabmanmaD

 

0,0 ¹¹ ba より， 02222 =+- bnma  222 bman +±=\  

ゆえに， 222 bmamxy +±=  

補足： A
a

=2
1

， B
b

=2
1

と置き換えると処理が楽である。 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

を 122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A ，接線の式を nmxy += とおくと， 

接点の x座標は ( ) 122 =++ nmxBAx ，すなわち ( ) 012 222 =-+++ BnBmnxxBmA  

よって，判別式をDとすると， 0=D より， 

( )( )
( )

0

1
4

22

22222

=
---=

-+-=

　　

　　 BmAABn

BnBmAnmBD

 

222 bman +±=\  

ゆえに， 222 bmamxy +±=  
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2．接点を ( )11 , yx とおいて求めた接線の方程式 

楕円 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

の接線： 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx

  

求め方 

方法 1：重解と解と係数の関係を使う 

122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の点 ( )11 , yx を接点とする接線の傾きをm とすると， 

その方程式 ( ) 11 yxxmy +-=  

よって， 1x は ( ){ } 12
11

2 =+-+ yxxmBAx ， 

すなわち ( ) ( ) ( ) 0122 2
111

2
1

2
11

222 =-+-+--+ yymxxmBxBmyxBmxBmA の重解である。 

よって，解と係数の関係より，
( )

2
11

2

11
2

BmA
BmyxBm

xx
+

-
=+  

1

1

By
Ax

m -=\  

これを ( ) 11 yxxmy +-= に代入すると， ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +--=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx +=+  

これと 12
1

2
1 =+ ByAx より， 111 =+ yByxAx  

22
1,1
b

B
a

A == より，接線の方程式は 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx

  

方法 2：極限を使う 

122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の 2 点 

P ( )11 , yx ，Q ( )22 , yx を通る直線の傾きをmとすると， 

12

12

12

12

12

12

12

12

xx
xx

yy
yy

xx
yy
xx
yy

m

+
+

×
+
+

×
-
-

=

-
-

=

　　

 

12

12
2

1
2

2

2
1

2
2

yy
xx

xx
yy

+
+

×
-

-
=  ・・・① 

また， 12
1

2
1 =+ ByAx と 12

2
2

2 =+ ByAx の両辺の差をとると， 

( ) ( ) 02
1

2
2

2
1

2
2 =-+- yyBxxA  

B
A

xx
yy

-=
-

-
\ 2

1
2

2

2
1

2
2  ・・・② 

①，②より，
( )
( )12

12

yyB
xxA

m
+
+

-=  

  ( ) ( )1122 ,P,Q yxyx ® のときのmの極限は P ( )11 , yx における接線の傾きだから， 

P ( )11 , yx における接線の傾き
1

1
PQ

lim
By
Ax

m -==
®
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よって，P ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +--=  

両辺を 1By 倍し，整理すると， 2
1

2
111 ByAxyByxAx +=+  

これと 12
1

2
1 =+ ByAx より， 111 =+ yByxAx  

22
1,1
b

B
a

A == より，接線の方程式は 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx

  

方法 3：微分を使う 

122 =+ ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A より， 022 =+
dx
dyByAx  

By
Ax

dx
dy

-=\  

ゆえに， 122 =+ ByAx 上の点 ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +--=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx +=+  

これと 12
1

2
1 =+ ByAx より， 111 =+ yByxAx  

22
1,1
b

B
a

A == より，接線の方程式は 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx
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B-5．楕円の焦点 F，F’とは 
定点F¢（F）からの光が楕円曲線で反射すると，その反射光は F（ 'F ）を通る。 

解説 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

（ 222,0,0,0 cbacba +=>>> ）上に点 P ( )YX , （ 0,0 ¹¹ YX ）をとり， 

PFF'Ð の 2 等分線と x軸との交点を N ( )0,n とすると，直線 PN が点 Pの接線 lの法線で

あることを示せばよい。尚， ( )0,a± ， ( )b±,0 については明らかだから省略 

 

 
 補足 入射角と反射角 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

P(X,Y)

FF' N
c - c a 

b 

接線l

n 

入射角＝反射光線 

接線の法線は∠AOB の 2 等分線 

反射角 入射角 

接線 

接線の法線 
A B 

反射光線 入射光線 

O 



木村の数学小ネタ                                        http://toitemita.sakura.ne.jp 

16 

PN は FPF'D の PÐ の 2 等分線だから， PF'： 'NFPF = ： NF  ・・・① 

ここで， ( ) 222PF' YcX ++=  ・・・② 

また， 1
2

2

2

2
=+

b
Y

a
X

， 222 cba += より， 

222
2

2
222

2

22
22

2

2
2 1 caX

a
ccaX

a
cabX

a
bY -+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
--=-+

-
-=+-=  ・・・③ 

②，③より， 

( )
2

22
2

2
22

2

2
22 21PF' ÷

ø
ö

ç
è
æ +=++=-+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
--+= aX

a
cacXX

a
ccaX

a
ccX  

よって， aX
a
c

+='PF （ aXa ££- より， 0³+ aX
a
c

） ・・・④ 

同様にして， aX
a
c

+-=PF  ・・・⑤ 

また， nc +=NF'  ・・・⑥， nc -=NF  ・・・⑦ 

④～⑦を①に代入すると， aX
a
c

+ ： ncaX
a
c

+=+- ： nc - より， 

( ) ( )ncaX
a
cncaX

a
c

-÷
ø
ö

ç
è
æ +=+÷

ø
ö

ç
è
æ +-  X

a
cn

2

2
=\  

したがて，N ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
0,

2

2
X

a
c  

よって，PN の傾き
X
Y

b
a

X
Y

ca
a

X
a
cX

Y
2

2

22

2

2

2
0

=
-

=
-

-
=  

一方，接線 lの方程式は 1
22

=+ y
b
Yx

a
X

だから，その傾きは
Y
X

a
b

2

2
-  

これより，PN と接線 lの傾きの積は 1
2

2

2

2
-=-´

Y
X

a
b

X
Y

b
a

， 

すなわち PN は点 Pの接線 lの法線である。 

ゆえに，定点F¢（F）からの光が楕円曲線で反射すると，その反射光は F（ 'F ）を通る。 
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x

y

O
P(X,Y)FF'

c - c a 

b 
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C．双曲線：1 対の曲線 

C-1．双曲線の図形的定義 
2 定点からの距離の差が一定な点が描く軌跡 

また，その 2 定点を「双曲線の焦点」という。 

 

 
 

 

 

 

 

 

x

y

O
FF'

PP
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C-2．双曲線の標準形 
焦点が x軸上にある場合 

2 つの焦点を ( )0,F 　c ， ( )0,F 　c-¢ ( )0>c とすると， 

F ， F¢からの距離の差が a2 となる点 P， 
すなわち a2FPPF =¢- ( )0>a を満たす点 P ( )yx, の方程式は， 

1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bacb  

焦点が y軸上にある場合 
2 つの焦点を ( )c,0F 　 ， ( )c-¢ ,0F ( )0>c とすると， 

F ， F¢からの距離の差が b2 となる点 P， 
すなわち b2FPPF =¢- ( )0>b を満たす点 P ( )yx, の方程式は， 

1
2

2

2

2
-=-

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bbca  

以降は，焦点が x軸上にある双曲線で解説する。 

標準形の導き方 

( ) 22PF ycx +-= ， ( ) 22FP ycx ++=¢ より， 

( ) ( ) aycxycx 22222 =++-+-  ( ) ( ) aycxycx 22222 ±=++-+-\  

これより， ( ) ( ) 2222 2 ycxaycx +++±=+-  

両辺を 2 乗し，整理すると ( ) 222 ycxaacx ++±=+  

さらに両辺を 2 乗し，整理すると ( ) ( )22222222 acayaxac -=--  1
22

2

2

2
=

-
-\

ac
y

a
x  

ここで， FF,P, ¢は異なる 3 点だから， FΔPF ¢が成立する。 

したがって， FPFFPF ¢+¢< より， ( ) ( )ac 2FPPF2FF =¢->=¢ ，すなわち ac >  

よって， 222 bac =- とおくと， 

標準形 1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

が得られる。 
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x

y

O
FF'

c - c a - a 

b 

- b 

漸近線 x
a
by =  漸近線 x

a
by -=  

222 cyx =+  
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C-3．双曲線のパラメータ表示 

双曲線 1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

上の点のパラメータ表示は
ïî

ï
í
ì

=

=

q
q

tan
cos
by

ax
または

ïî

ï
í
ì

-=

-=

q
q

tan
cos
by

ax
 

解説 

1sincos 22 =+ q の両辺を q2cos ( )0cos ¹q で割ると
qq

q
22

2

cos
1

cos
sin1 =+  

すなわち
q

q
2

2

cos
1tan1 =+  1tan

cos
1 2

2
=-\ q

q
 

ここで，双曲線上の点 ( )yx, は， 1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

を満たすから， 

q22

2

cos
1

=
a
x

， q2
2

2

tan=
b
y

とおくと，
q2

2
2

cos
ax = ， q222 tanby =  

よって， ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ ±±= q

q
tan,

cos
, bayx （複合は順不同） 

C-4．双曲線の接線の方程式の求め方 
nmxy += とおいて始める方法と接点の座標を ( )11 , yx とおいて始める方法がある。 

尚，
a
by ±= は漸近線だから，これを除外する。 

1．y = mx+nとおいて求めた接線の方程式 

双曲線 12

2

2

2
=-

b
y

a
x

の接線： 222 bmamxy -±=  

双曲線 12

2

2

2
-=-

b
y

a
x

の接線： 222 bmamxy +-±=  

求め方 

1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

を 122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A ，接線の方程式を nmxy += とおくと， 

接点の x座標は ( ) 122 =+- nmxBAx ，すなわち ( ) 012 222 =---- BnBmnxxBmA の重解 

よって，判別式をDとすると， 0=D より， 

( )( )

0

1
4

22

22222

=
-+=

+-+=

　　

　　 BmAABn

BnBmAnmBD

 

BA
mn 12

2 -=\  
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これと 22
1,1
b

B
a

A == より， 222 bman -±=  

ゆえに， 222 bmamxy -±=  

2．接点を と置いて求めた接線の方程式 

双曲線 12

2

2

2
±=-

b
y

a
x

の接線： 12
1

2
1 ±=-

b
yy

a
xx

  

求め方 

方法 1：重解と解と係数の関係を使う 

122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の点 ( )11 , yx を接点とする接線の傾きをm とすると， 

その方程式は ( ) 11 yxxmy +-=  

よって， 1x は ( ){ } 12
11

2 =+-- yxxmBAx ， 

すなわち ( ) ( ) ( ) 0122 2
111

2
1

2
11

222 =-+---+- yymxxmBxBmyxBmxBmA の重解である。 

よって，解と係数の関係より，
( )

2
11

2

11
2

BmA
BmyxBm

xx
-

-
-=+  

1

1

By
Ax

m =\  

これを ( ) 11 yxxmy +-= に代入すると， ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +-=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx -=-  

これと 12
1

2
1 =- ByAx ， 22

1,1
b

B
a

A == より， 

接線の方程式は 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx

  

方法 2：極限を使う 

122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A 上の 2 点 

P ( )11 , yx ，Q ( )22 , yx を通る直線の傾きをmとすると， 

12

12
2

1
2

2

2
1

2
2

12

12

12

12

12

12

12

12

yy
xx

xx
yy

xx
xx

yy
yy

xx
yy
xx
yy

m

+
+

×
-

-
=

+
+

×
+
+

×
-
-

=

-
-

=

　　

　　  

12

12
2

1
2

2

2
1

2
2

yy
xx

xx
yy

+
+

×
-

-
=  ・・・① 

 

( )11 , yx
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また， 12
1

2
1 =- ByAx と 12

2
2

2 =- ByAx の両辺の差をとると， 

( ) ( ) 02
1

2
2

2
1

2
2 =--- yyBxxA  

B
A

xx
yy

=
-

-
\ 2

1
2

2

2
1

2
2  ・・・② 

①，②より，
( )
( )12

12

yyB
xxA

m
+
+

=  

( ) ( )1122 ,P,Q yxyx ® のときのmの極限は P ( )11 , yx における接線の傾きだから， 

P ( )11 , yx における接線の傾き
1

1
PQ

lim
By
Ax

m ==
®

 

よって，P ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +-=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx -=-  

これと 12
1

2
1 =- ByAx ， 22

1,1
b

B
a

A == より， 

接線の方程式は 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx

  

方法 3：微分を使う 

122 =- ByAx  ÷
ø
ö

ç
è
æ ==

22
1,1
b

B
a

A より， 022 =-
dx
dyByAx  

By
Ax

dx
dy

=\  

ゆえに， 122 =- ByAx 上の点 ( )11 , yx における接線の方程式は ( ) 11
1

1 yxx
By
Ax

y +-=  

両辺を 1By 倍し，整理すると 2
1

2
111 ByAxyByxAx -=-  

これと 12
1

2
1 =- ByAx ， 22

1,1
b

B
a

A == より， 

接線の方程式は 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx
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C-5．双曲線の焦点 F，F’とは？ 
 双曲線上の点を ( )yx,P とすると，半直線 PF' （FP）の P に関して 'F （F）と反対側の点から

P へ入射した光線は P で反射後焦点 F（ 'F ）を通る。 

解説 

  双曲線 1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x ( )0,222 >-= bacb は y軸に関して対称だから， 

その双曲線上に点 P ( )YX , （ 0>X ）をとり，P と焦点 ( )0,F c と ( )0,'F c- （ 0>c ）を 

頂点とする FPF'D の頂点 P の外角の 2 等分線が点 P の接線の法線であることを示せば

よい。 

 
 

 補足 入射角と反射角 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O FF' N

P

入射角＝反射光線 

接線の法線は∠AOB の 2 等分線 

反射角 入射角 

接線 

接線の法線 
A B 

反射光線 入射光線 

O 

接線 
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  頂点 P の外角の 2 等分線と x軸との交点を ( )0,N n とする。 

PN は FPF'D の頂点 P の外角の 2 等分線だから， PF'： NF'PF = ：NF 

NFPF'NF'PF ×=×\  ・・・① 

  ここで， 

  ( ) 222PF' YcX ++=  ・・・② 

1
2

2

2

2
=-

b
Y

a
X

より， 22
2

2
2 bX

a
bY -=  ・・・③ 

②，③より， 

( )

222
2

22

22
2

2
22

2

PF'

bccXX
a
ba

bX
a
bcX

-++
+

=

-++=

　　

 

  これと 222 acb -= より， 

  2

22
2

2
2 2PF'

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

++=

aX
a
c

acXX
a
c

　　　

 

  aX
a
c

+=\ 'PF  ・・・④ 

  同様にして， aX
a
c

-=PF （ aX ³ ， ac > ） ・・・⑤ 

  また， cn +=NF'  ・・・⑥， cn -=NF  ・・・⑦ 

  ④～⑦を①に代入すると， ( ) ( )cnaX
a
ccnaX

a
c

-÷
ø
ö

ç
è
æ +=+÷

ø
ö

ç
è
æ -  X

a
cn

2

2
=\  

  ゆえに， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
0,N

2

2
X

a
c  

よって，直線 PN の傾きは
Xb
Ya

X
Y

ca
a

X
a
cX

Y
2

2

22

2

2

2
0

-=×
-

=
-

-  

一方，点 P における接線 1
22

=- y
b
Yx

a
X

の傾きは
Ya
Xb

2

2
だから， 

それらの積は 1
2

2

2

2
-=×-

Ya
Xb

Xb
Ya  

よって， FPF'D の頂点 P の外角の 2 等分線は点 P の接線の法線である。 
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D．3 曲線の方程式の離心率による統一 

D-1．3 曲線の方程式の離心率による統一 
y軸に平行な直線 lを準線，点 P から lに下ろした垂線の足をH，焦点を F ( )0,a とした場合， 

PF：PH = e：1 で定義される eを離心率という。 

1=e のとき，すなわち PHPF = のとき 

点 P の軌跡は放物線 

10 << e のとき，すなわち PHPF < のとき 

点 P の軌跡は楕円 

1>e のとき，すなわち PHPF > のとき 

点 P の軌跡は双曲線 

1<e のとき楕円， 1>e のとき双曲線であることは直感で理解できるでしょう。 

PF＝PH のとき，すなわち離心率 e＝1 のとき 

放物線 

 
 

 

 

 

x
F

H
P

準線l
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PF＜PH のとき，すなわち離心率 0＜e＜1 のとき 

楕円 

 
PF＞PH のとき，すなわち離心率 1＜eのとき 

双曲線 

 

x
F

H
P

準線l

x
F

H
P

準線l
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D-2．離心率による 2 次曲線の定義の確認 
定点 F ( )0,a ，点 ( )yx,P ，直線 lは，わかりやすさの目的で， 0=x すなわち y軸とすると， 

( ) 22PF yax +-= ， x=PH より， ( ) 22 yax +- ： ex = ：1  

よって， ( ) 22 yax +- ： 22 ex = ：1，すなわち ( ) 2222 yaxxe +-=  

両辺を xについて整理すると， ( ) 021 2222 =++-- ayaxxe  
1=e のとき 

( ) 021 2222 =++-- ayaxxe を変形すると， ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

2
22 axay となるから， 

準線
2
ax -= ，焦点 ÷

ø
ö

ç
è
æ 0,

2
a

の放物線 axy 22 = を x方向に
2
a
平行移動した放物線を表す。 

1¹e のとき 

( ) 021 2222 =++-- ayaxxe を平方完成すると， ( )
2

22
2

2

2
2

11
1

e
eay

e
axe

-
=+÷

ø
ö

ç
è
æ

-
--  

両辺を
2

22

1 e
ea

-
で割ると，

( )
1

11

1

2

22

2

22

22

2

2
=

-

+

-

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

e
ea
y

e

ea
e
ax

 

10 << e のとき 

( )
0

1
22

22
>

- e

ea
， 0

1 2

22
>

- e
ea

より，

( )
1

11

1

2

22

2

22

22

2

2
=

-

+

-

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

e
ea
y

e

ea
e
ax

は楕円を表す。 

1>e のとき 

( )
0

1
22

22
>

- e

ea
， 0

1 2

22
<

- e
ea

より，

( )
1

11

1

2

22

2

22

22

2

2
=

-

+

-

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

e
ea
y

e

ea
e
ax

は双曲線を表す。 
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D-3．楕円・双曲線の標準形と離心率 eの関係 
楕円の標準形と離心率 eの関係 
楕円の焦点を ( )0,F 　c ， ( )0,F 　c-¢ ( )0>c とすると， 

a2FPPF =¢+ ( )0>a を満たす点 P ( )yx, の軌跡は 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bcab  

これより， 22
2

2
2 bx

a
by +-=  ・・・① 

焦点 ( )0,F 　c の場合 

準線を tx = とすると， e=
PH
PF

より，
( )

e
tx
ycx

=
-

+- 22

 

両辺を 2 乗し， ( )2tx - 倍すると， ( ) ( )2222 txeycx -=+-  

すなわち ( ) ( ) 2222222 21 ctextecxey -+-++-=  ・・・② 

①と②は同値式だから，右辺の係数比較より， 2
2

2
1 e

a
b

+-=- ， tec 20 -= ， 2222 cteb -=  

2
2

2
1 e

a
b

+-=- より，
2

2

2

22

2

2
2 1

a
c

a
ba

a
be =

-
=-=  

これと 0,0,0 >>> cae から，
a
ce =  ・・・③ 

tec 20 -= より， 2e
ct =  ・・・④ 

③より， aec = だから，これを④に代入すると，
e
at =  ・・・⑤ 

よって，③，⑤より，離心率
a
ce = ，準線

e
ax =  

焦点が ( )0,F 　c-¢ の場合 

同様にして，離心率
a
ce = ，準線

e
ax -=  
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双曲線の標準形と離心率 eの関係 
双曲線の焦点を ( )0,F 　c ， ( )0,F 　c-¢ ( )0>c とすると， 

a2FPPF =¢- ( )0>a を満たす点 P ( )yx, の軌跡は 1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bacb  

これより， 22
2

2
2 bx

a
by -=  ・・・⑥ 

焦点 ( )0,F 　c の場合 

準線を tx = とすると， e=
PH
PF

より，
( )

e
tx
ycx

=
-

+- 22

 

両辺を 2 乗し， ( )2tx - 倍すると， ( ) ( )2222 txeycx -=+-  

すなわち ( ) ( ) 2222222 21 ctextecxey -+-++-=  ・・・⑦ 

⑥と⑦は同値式だから，右辺の係数比較より， 2
2

2
1 e

a
b

+-= ， tec 20 -= ， 2222 cteb -=-  

2
2

2
1 e

a
b

+-= より，
2

2

2

22

2

2
2 1

a
c

a
ba

a
be =

+
=+=  

これと 0,0,0 >>> cae から，
a
ce =  ・・・⑧ 

tec 20 -= より， 2e
ct =  ・・・⑨ 

⑧より， aec = だから，これを⑨に代入すると，
e
at =  ・・・⑩ 

よって，⑧，⑩より，離心率
a
ce = ，準線

e
ax =  

焦点を ( )0,F 　c-¢ の場合 

同様にして，離心率
a
ce = ，準線

e
ax -=  

まとめ 

楕円： 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bcab  

双曲線： 1
2

2

2

2
=-

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bacb  

について，離心率は
a
ce =  

焦点 ( )0,F 　c ， ( )0,F 　c-¢ ( )0>c の準線は，それぞれ
e
ax = ，

e
ax -=  
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E．2 次曲線の極方程式 

2 次曲線の極方程式 

極 O を焦点，始線 OX に垂直で極（焦点）O との距離が dの定直線を準線 lとする。 

準線 lが極の左側にあるとき：
qcos1 e

edr
-

=  

準線 lが極 O の右側にあるとき：
qcos1 e

edr
+

=  

ただし， 10 << e のとき楕円， 1=e のとき放物線， e<1 のとき双曲線 

解説 
( )q,P r から準線 lに下ろした垂線の足を H とすると，離心率による 2 次曲線の定義は，

e=
PH
PO

（ 10 << e のとき楕円， 1=e のとき放物線， e<1 のとき双曲線） 

【1】準線 lが下図のように極の左側にあるとき 

r=PO ， qcosPH rd += だから， e
rd
r

=
+ qcos

 
qcos1 e

edr
-

=\  

 

x

P

O

H

r 

θ 

準線l
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【2】準線 lが下図のように極の右側にあるとき 

r=PO ， qcosPH rd -= だから， e
rd
r

=
- qcos

 
qcos1 e

edr
+

=\  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

P

O

H

r 
θ 

準線l
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補足 

楕円の標準形の極方程式の求め方 
焦点を ( )0,F 　c ， ( )0,F 　c-¢ ( )0>c とすると， 

a2FPPF =¢+ ( )0>a を満たす点 P ( )yx, の軌跡は 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

 ( )0,222 >-= bcab  

ここで， 
【1】F ( )0,　c を極， r=PF ，偏角をq としたとき 

 
qp -=¢Ð FPF ， c2FF =¢ より， 

( )
q

qp

cos44

cosFF2PFFFPFFP
22

222

crcr ++=

-¢×-¢+=¢

　　　
 

一方， a2FPPF =¢+ より， 

( )
( )

22

2

22

44

2

PF2FP

rara

ra

a

+-=

-=

-=¢

　　　

　　　  

よって， 2222 44cos44 raracrcr +-=++ q  
qcos

22

ca
car

+
-

=\  

 

 

 

 

 

x

P

F' F

r 

θ 
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さらに，これを離心率 eも使って表してみると， 

qcos

22

ca
car

+
-

= より，

qcos1

22

a
c
a
ca

r
+

-

=  

これと 222 bca =- より，

qcos1

2

a
c
a
b

r
+

=  

e
a
c
= （29 ページ）より，

qcos1

2

e
a
b

r
+

=  

【2】 ( )0,F 　c-¢ を極， r=¢FP ，偏角をq としたとき 

 
q=¢Ð FFP ， c2FF =¢ より， 

q

q

cos44

cosFFF2PFFFPPF
22

222

crcr -+=

¢×¢-¢+¢=

　　　
 

 

 

 

x

P

F' F

r 

θ 
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一方， a2FPPF =¢+ より， 

( )
( )

22

2

22

44

2

FP2PF

rara

ra

a

+-=

-=

¢-=

　　　

　　　  

よって， 2222 44cos44 raracrcr +-=-+ q  
qcos

22

ca
car

-
-

=\  

さらに，これを離心率 eも使って表してみると， 

qcos

22

ca
car

-
-

= より，

qcos1

22

a
c
a
ca

r
+

-

=  

これと 222 bca =- より，

qcos1

2

a
c
a
b

r
-

=  

e
a
c
= （29 ページ）より，

qcos1

2

e
a
b

r
-

=  


